

<v o l'ROV/y 


BIBLIOTECA PROVINCIALE 


Nom.” d’ordine 






NAZIONALE 

1 • 


B. Prov. 



u 


< 


r— 

o 


H 

H 


m 


m 

2 


co 


= 


a: 

2690 




NAPOLI 


I 








ut 


ALGEBRA 


DI 


SEBASTIANO P11RG0TTI 


Quarta Edizione 

RIVEDUTA E CORRETTA DALL’AUTORE 



PERUGIA 

TIPOGRAFIA DI VINCENZO DARTEUI 

4858. 


Digitized by Google 



Dìgitized by Google 


SEZIONE /. 

Nozioni preliminari dell' Àlgebra . 

CAPO I. 

ORIGINE E DISTINTIVI CARATTERI DELL* ALGEBRA . 


1. JJuC cose occorrono sempre, qualun- 
que sieno i problemi ebe vogliamo risol- 
vere : 1° conoscere quali operazioni con- 
venga porre in pratica per ottenere ciò che 
si ricerca , ossia la parte teorica : 2° la 
reale esecuzione delle medesime , ossia la 
parte pratica . Su questa , che tutta con- 
siste nell’applicazione delle regole stabilite 
per eseguire le fondamentali numeriche ope- 
razioni, non ha luogo rilievo alcuno. Rap- 
porto però alla parte teorica, fa d’ uopo ri- 
marcare , che se in tutti i problemi che si 
danno a sciogliere per esercizio negli cle- 
menti di aritmetica , le indagini sono di 
lieve, momento , perchè portata appena la 
nostra riflessione sulle relazioni che pas- 
sano Ira lo cose note e le ricercale , in 
forza di un semplicissimo ragionamento to- 
sto rileviamo dover essere lo richieste in- 
cognite il semplice risultato o d’ un’ addi- 
zione o sottrazione o moltiplicazione o di- 
visione di quantità tutte note , lo stesso 
non può dirsi di qualunque altro quesito 
che presentato ci venga , mentre ve ne 
sono di quelli , per i quali fa d’ uopo scor- 
rere per una Iralìla di ragionamenti prima 
di giungere ad un risultalo tale clic a col- 
po d’ occhio ci offra per quali operazioni 
si giunga all’ intento . 

2. Se per es. ci si dicesse << Giulio c 
Marco non rammentano il numero delle lire 
che ciascuno di essi perdette al giuoco : ri- 
corda»» solo che la somma delle perdite di 
eatrambi fu di lire 84 ; e che Giulio per- 
dette lire 12 più di Marco. Quanto per- 
dettero entrambi ? » Eccoci ad un quesito 
in cui non veggiamo a primo aspetto co- 
me ottenere i due numeri clic si cercano 
con una addizione o moltiplicazione o sot- 
trazione o divisione che nei problemi che 
si sciolgono col solo sussidio dell’ aritme- 
tica elementare possiamo tosto eseguire 
sulle loro quantità note . Dirigendo però 
la nostra riflessione sulle condizioni del 
problema , notiamo prima d’ ogni altro, che 


in esso si cercano due numeri, V uno tnop- 
giore /’ altro minore, de' quali la somma i 
8i e la differenza è 12. Osserviamo in se* 
guilo , che il numero maggiore , o la per* 
dila di Giulio è uguale al numero minore 
ossia alla perdita di Marco , più la loro 
differenza che è 12. E da ciò segue , che 
se il numero minore fosse conosciuto, col- 
raggiungervi la data differenza 12 si avreb- 
be tosto il numero maggiore , sicché trovato 
quello , tosto nolo si rende anche il valore 
di questo . 

Cerchiamo dunque il numero minore, e 
partendo dal riflesso che 

Il numero minore più il numero maggiore è 
uguale alla data somnw, che nel nostro casa e 84, 

cominciamo dal sostituire alle parole ( nu* 
mero maggiore ) 1’ espressione equivalente, 
cioè ( il numero minore più la differenza 
che nel nostro caso è 12 ) nella ora espo- 
sta proposizione : essa si trasformerà in 
quest’ altra 

Il numero minore, più il numero minore , più 
la dijj crema che nel nostro caso è <2, e uguale 
alla somma 84. 

espressione che può enunciarsi più com- 
pendiosamente cosi 

Due colle il numero minore più la data dif - 
J crema , che nel nostro caso è 12, Jormano la 
somma 84. 

E poiché da ambe le parli uguali toglien- 
do la differenza, esse, è chiaro, che re- 
steranno uguali, avremo 

Due colte il numero minore è uguale alla data 
somma che è 84 diminuita della d’Jjcrenia che 

è 12 . 

Ed essendo uguali anche le metà di cose 
uguali, avremo pure 

La metà di due colte il numero minore, ossia 
il numero minore è uguale alla semi-somma , 
meno la semi-dìjferenza , cioè nel nostro caso e 
è uguale a 42 meno 6 ossia a 36. 

Trovalo così il numero minore, cerchia- 
mo ora il maggiore . E poiché 
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Il numero maggiore e ugnale al numero mi - 
nore piu la differenza, 

se in questa proposizione alle parole ( il 
numero minore ) sostituiremo le equivalenti 
sopra trovate ( semi-somma meno la semi- 
differenza ) essa si convertirà nella seguente 

Il numero maggiore è uguale alla semi-somma 
meno la semi-differenza più la differenza . 

£ sostituendo alla parola ( differenza ) le 
equivalenti ( semi-differenza più semi-diffe- 
renza ) , giacché ogni cosa è uguale alle 
sue due metà, avremo 

Il numero maggiore è uguale alla semi-somma 
meno la semi-di/ferenza , più la semidif/erenza, 
più la semi-differenza . 

Ma le parole ( meno la semi-differenza più 
la semi-differenza ) possono togliersi perchè 
nel loro complesso non esprimono altra co- 
sa che zero ; e queste tolte , la superiore 
proposizione diventa 

f II numero maggiore è aguale alla semi-somma 
più la scmi-di/J'erenza , cioè nel nastro caso a 
42 più 6 citte a 48. 

3. Per giungere dunque a conoscere 
nell’ enunciato problema , che il numero 
minore , o la perdila di Marco è 36 , il 
maggiore, o la perdita di Giulio è 48, 
ben ponderale le sue condizioni , è stalo 
d’ uopo* di scorrere per una serie di pro- 
posizioni esprimenti ciascuna un nuovo 
rapporto, che immediatamente scende dall’ 
antecedente, finché siam giunti ad otte- 
nere il numero minore eguale alla semi- 
sommo, meno la semi-differenza, t il mag- 
giore eguale alla semi-somma più la semi- 
differenza. Il simile far conviene in pro- 
blemi della slessa indole , finché siam 
giunti ad un’ ultima proposizione concepita 
in questi termini . « L incognita eguaglia 
la somma , o la differenza , o il prodotto , 
o il gitolo delle tali , e tali note grandezze » 
proposizione che ci fa conoscere ottenersi t’ 
incognita per qualcuna di quelle operazioni, 
che già sappiamo eseguire sui numeri . Or 
questa trafila di monotoni ragionamenti an- 
noia la mente; c la stanca e l'opprime, pro- 
ducendo una confusione la più enorme, quan- 
do in problemi più difficili si rende tanto più 
complicala e più lunga . Di qui è nato il 
bisogno di abbreviare le espressioni per 
giungere con più facilità e sollecitudine ai 
risultali ; e poiché negli accennati ragiona- 
menti d' altro non si parla che delle quan- 
tità note ed ignote del problema e delle 
relazioni nelle quali esse stanno tra loro 
connesse , cosi l’ intento è allora ottenuto 


quando si sarà trovato il modo di abbreviare 
1’ espressione si delle une che delle altre. 

4. Lo prime rimarchevoli modificazioni 
che si sono introdotte sono necessariamente 
cadute sulle quantità incognite. Infatti per 
rapporto alle quantità note , il più natu- 
rale espediente che a principio si è preso 
è stato quello di esprimerle per que' de- 
terminali numeri , che 1’ esempio ci offre, 
e che costituiscono il caso particolare del 
problema . Così nel nostro caso invece di 
dire <t la somma data de’ numeri ignoti » 
dir possiamo 84 ; e possiamo dir 12 in 
vece di dire « la differenza data fra i due 
numeri ignoti ) ) (ali essendo i valori di 
queste quantità nel caso particolare preso 
ad esempio. Non cosi però possiamo con- 
tenerci colle quantità incognite, poiché con 
cifre che determinano il rapporto delle 
grandezze all' unità siamo impossibilitati ad 
esprimere grandezze , in cui questo rap- 
porto si ignora . Perciò piuttosto che indi- 
care le cose che si cercano col loro nome, 
piuttosto che dire per es. « la perdila in- 
cognita che Marco ha fatto al giuoco , ov- 
vero il minor dei due numeri , dei quali è 
data la somma » espressioni ben lunghe , 
si è pensato di ricorrere invece a qualche 
segno di convenzione indipendente da ogni 
valore particolare atto a semplicemente ri- 
svegliare 1’ idea d’ una quantità indeter- 
minata , senza cioè che sia precisalo il suo 
rapporio all’ unità , c tra i vari segni che 
si sarebbero potuti adottare, si sono scelle 
le lettere dell’ alfabeto , come le più facili 
ad essere per abitudine delincate . Cosi il 
numero maggiore iguoto si può chiamar y, 
il minore x. 

5. Ma nelle espressioni dei ragionamen- 
ti , che far dobbiamo sui problemi prima 
di passare alla parie pratica, non per al- 
tro occorre il bisogno di nominare le quan- 
tità incognite , che per esprimere i rap- 
porti, che hanno colle quantità note, con 
cui son vincolate o per somma o per mol- 
tiplicazione ccc. Or poiché sulle quantità 
che non si conoscono queste operazioni 
sono ineseguibili , siamo necessitali ad 
indicarle , e per fallò con maggior brevi- 
tà, piuttosto che servirci delle espressioni 
K aggiunto a, diminuito di , moltiplicalo per, 
eguale a , eco. » che vediamo spessissimo 
ripetute nei citati ragionamenti, si è pen- 
sato di rappresentare ancor esse con dei 
particolari concisi segni di convenzione, di 
alcuni dei quali attesa la somma loro co- 


modi Ut noi abbiamo fallo uso ncH’Arilmc- 
lica pur anche . Tali sono i seguenti . 


= uguale a 
■< minore di 
>■ maggiore di 
•+- più 
— meno 


più e meno 
meno c più 
X moltiplicalo per 
1 diviso per 
\f radice di 


6. Uso facendo di questi segni intro- 
dotti per la espressione si delle quantità 
ignote che dei loro rapporti , abbiamo dalle 
condizioni r-t-y = 84 ed y = x-4-12 . 
Perciò sostituendo nella prima espressione 
ad y il suo equivalente, avremo at-f-s-t-lB 
= 84, ovvero 2 jH- 12 = 84 : e rilevan- 
dosi da questa espressione , che a 2 x con- 
viene aggiungere 12, perchè sia eguale a 84, 
è chiaro che la sola quantità 2x è uguale 
a 84 diminuito di 12 , avremo cioè 2ar 
= 84—12 == 72 , ondè * = ”/£ = 36; 
cd essendo poi y = jz+ 12 , avremo 
y 36— t- 12 = 48 . Ed ecco trovati i 

valori dei due numeri incogniti maggiore , 
e minore cogli stessi ragionamenti di pri- 
ma, sol che espressi in un assai più la- 
conico linguaggio . 

Osserviamo però che questi ottenuti nu- 
meri 36 e 48 non convengono che al caso 
particolare in cui la somma dei due nu- 
meri cercati è 84 , e la differenza è 12 ; 
mentre i ragionamenti in parole , avendoci 
portato a conoscere, come i numeri inco- 
gniti dipendano e si ottengano dai numeri 
dati , qualunque essi sieno , ci offrono per- 
ciò il modo di risolvere lutti i casi parti- 
colari possibili, che il problema compren- 
de . Questo prezioso vantaggio che i ra- 
gionamenti in parole ci danno , si è da 
noi perduto nel nostro nuovo linguaggio , 
perchè abbiamo espressa la somma data 
dei due numeri ignoti e la toro differenza 
per mezzo dei numeri 84 e 12, che espri- 
mono un valore determinato per un solo 
fra i tanti casi particolari che può abbrac- 
ciare il poblcma. Eseguendo infatti su que- 
sti numeri tutte le operazioni che di mano 
in mano ragionando vediam necessarie , 
giungiamo ai risultati 86 e 48 senza più 
ravvisar traccia alcuna del come si sieno 
essi ottenuti dalle quantità date 84 c 12. 
Perciò se ci si presentasse un altro caso 
particolare del problema medesimo , se vo- 
lessimo conoscere due altri numeri, per es. 
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gli anni di Cajo c di Tizio; la cui somma 
fosse per es. 100 e la differenza 22, i va- 
lori 36 e 48 ottenuti nell' esempio ante- 
cedente non ci servon di norma alcuna , 
e conviene che ripetiamo la stessa serie di 
raziocini fatta poc' anzi per ottenere 1’ in- 
tento; mentre se ci atteniamo all' ultimo 
risultato dei ragionamenti in parole che ci 
dimostra il numero minore x eguale alla 
semi-somma meno la semi-differenza , e il 
maggiore y eguale alta semi-somma più la 
stmidifferenza , troviamo subito che in que- 
sto secondo caso 

x = *"/—**/t = o0 — 11 = 39 
y = = 50-4-11 = 61 

7. V è però il mezzo di profittare dei 
vantaggi che si hanno dagli ultimi risultati 
dei ragionamenti in parole , che sono tante 
regole pratiche estensive a tutti i casi par- 
ticolari del dato problema , senza rinun- 
ciare alla brevità che ci arrecano i nuovi 
segni introdotti. Infatti se noi 1° dopo a- 
ver espresse con lettere le quantità inco- 
gnite; 2° dopo avere indicali i loro rap- 
porti colle quantità note per mezzo di con- 
cisi appositi simboli , facciamo anche un 
passo più oltre, cd in vece di più espri- 
mere le quantità note del problema coi 
numeri che appartengono al caso partico- 
lare preso ad esempio , passiamo in vece 
3° ad esprimer aneh’ esse con dei segni 
indipendenti da ogni determinato valore , 
cioè con le lettere dell' alfabeto a riserva 
delle ultime che si sono per convenzione 
riserbale per la indicazione delle quantità 
incognite, ogni inconveniente allora spari- 
sce, e i simboli del nuovo linguaggio sono 
sino all’ ultimo risultalo una fedcl tradu- 
zione de’ ragionamenti in parole . Ed in 
vero se allorché le quantità note ossia i 
dati del problema sono espresse in numeri, 
accade che per mezzo delle operazioni cui 
si assoggettano essi scompariscano , e nuovi 
ne appaiano nelle proposizioni successive 
c nell' ultimo risultato, senza che nulla 
ci manifesti con che operazioni ad esso 
risultato siam giunti , al contrario quan- 
do le quantità note sono espresse con let- 
tere , non polendosi sulle lettere eseguire, 
ma solo indicare dei calcoli , esse passano 
attraverso alle diverse riduzioni e modifi- 
cazioni del calcolo senza alterazione veru- 
na da una proposizione all' altra sino all' 
ultimo risultalo , il quale perciò mostra 
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sempre quali operazioni convenga fare sulle 
quantità date per otlenere 1’ incognita , 
mostra sempre cioè il modo con cui i dati 
sono tra loro combinali per esprimerla. 

8. Così applicando le lettere anche alle 
quantità note nel proposto problema (5. 2) 
si può esso indicare in un modo generale 
così « Trovar due numeri , la cui somma 
sia s , e la cui differenza sia d » . Prose- 
guendo ad indicare il numero minore con 
x , c con y il maggiore, le condizioni del 
problema ci danno * -f- y = s; ed y 
= x -+- d. Sostituendo 1' equivalente di y, 
cioè x+d nella prima espressione, avre- 
mo ;r-ì-,r-(-d <= s ovvero 2 x-hd = s; e 
sottraendo d da ambe le parti col toglierlo 
realmente dalla sinistra e coll’ indicare che 
egualmente va tolto dalla destra, si ottie- 
ne == s — d , ed .r s= | (s— dì ossia x 

— */ — Or se Induciamo in linguag- 

gio ordinario quest’ ultimo risultato, sosti- 
tuendo le parole che sono per convenzio- 
ne rappresentale dalle lettere e dagli altri 
segni che esso contiene, noi otteniamo il 
risultato stesso che si è trovalo coi ragio- 
namenti in parole , che cioè « Il numero 
minore è uguale alla semi-somma meno la 
semi-differenza » . Se nella espressione y 
= x-+d sostituiscasi ad x il suo equiva- 
lente */— A / , avremo y = */— d /+d , e 
poiché d — , avremo y == ‘/ 

— /i-ì-y4+% , dalla quale espressione 
togliendo — d / +*/ perchè è zero, resta y 
= s /-*- d / , espressione che tradotta in 
parole ci mostra che « il numero maggiore 
è uguale alla semi-somma più la semi-dif- 
fsrenza » . Ora questi ultimi risultati del 
calcolo letterale x — s / — '/ ed y 
= s /-\- d A per la proprietà che hanno di 
essere generici , di darci cioè la soluzione 
generale de l problema applicabile a tutti i rasi 
particolari possibili ( e per le perdite fatte al 
giuoco da Giulio e Marco , e per l’età di 
Tizio e di Cajo c per qualsiasi altro va- 
lore qualitativo c quantitativo che dar ci 
piaccia alle lettere s c d indicanti la som- 
ma c la differenza dei due numeri che ri- 
cerchiamo ) diconsi Formale , poiché sono 
come tante forme nei rispettivi nicchi del- 
le quali sostituendo alle lettere i numeri 
dalle particolari circostanze richiesti -senza 
alterazione veruna dei segni indicanti le 
operazioni che su que’ numeri si deggiono 
eseguire , giungiamo a conoscere le inco- 
gnite che ricerchiamo. Dicasi il simile per 
qualunque altro problema generico ebe ci 


piacesse risolvere diverso da quello « Della 
ricerca di due numeri dei quali è data la 
differenza e la somma » che abbiamo preso 
ad esempio , e conchiudiamo che 

Forinola è quel risultalo finale del- 
la parte teorica dei problemi espresso in let- 
tere il quale ci indica il quadro di tutte le suc- 
cessive operazioni che eseguire dobbiamo su 
que’ numeri che in ciascun caso particolare 
vanno sostituiti alle lettere affine di ottenere 
le quantità ricercate . 

Trasformazione «Ielle 
fornitile in numeri è l'esecu- 
zione di tulle le operazioni dalla formo- 
lo indicate su i numeri che offre il caso 
speciale preso di mira ; il che costituisce 
quella seconda parte dei problemi che si 
è delta pratica. (§. 1). 

9 . Nella lunga analisi che fatta abbiamo 
intorno all’ ora sciolto problema , ci è oc- 
corso di osservare, I. come il bisogno che 
si ha in alcune circostanze di esprimere 
le quantità incognite che trovansi vinco- 
lale alle note, ha portato nel calcolo la in- 
troduzione delle lettere, come caratteri in- 
dipendonti da ogni particolare valore : II. 
come la necessità di spesso indicare le o- 
perazioni , che è impossibile di eseguire 
sulle quantità ignote , piuttosto che a far 
uso delle parole somma, moltiplicazione ec. 
ci ha indotto a servirci invece dei segni 
assai più concisi atti a mostrarci a col- 
po d’ occhio i loro rapporti : HI. come il 
bisogno che si ha di rendere permanenti 
anche negli ultimi risultati le tracce di 
quelle operazioni che si sono eseguite per 
ottenerli , affinchè pos9an queste applicarsi 
ad altri numeri per tutti gli altri quesiti 
della stessa natura , 1’ uso ha introdotto 
delle lettere per la espressione ancora del- 
le quantità note, addimostrando così che 
alcune speculazioni dì quantità si verifica- 
no non solo per alcuni valori numerici , 
ma per qualunque essi sieno . Così a poco 
a poco è nato un altro metodo di calcolare, 
le cui prime invenzioni vengono attribuite 
al Greco Filosofo Diofatt lo, metodo che può 
considerarsi per una continuazione deH’Aril- 
melica solo perchè ha avuto origine per 
suo sussidio , ma non già perchè ne sia 
simile l’indole . Ed in vero 1* 1’ aspetto 
sotto cui si considerano le quantità, 11° i 
segni con cui vengono espresse, Ili 0 i se- 
gni con cui nc vengono marcati i rapporti, 
IV* l’ indole c il risultato do’ ragionamenti 


sono così diversi in qaeslo nuovo algoritmo, 
che possono riguardarsi come costituenti 
una sintassi, una lingua ed una scienza a 
parte , ebe perciò si è contraddistinta col 
nome di Algebra (a) . 

E 1° sono diverse le quantità ,, poiché 
quelle che considera l’ Aritmetica sono i 
numeri: quelle che considera l’Algebra sono 
quantità indeterminate. 

11° Sono diversi i segni con cui sono 
espresse le quantità; giacché 1' Aritmetica 
usa le cifre, l'Algebra le lettere. Ora 

Le Cifre sono i segni con cui l’Arit- 
metica esprime i numeri, ossia le quantità che 
hanno un determinato rapporto alle unità . 

Le Lettere 'sono i segni con cui 
l'Algebra esprime le quantità indeterminate , 
ossia quelle che non hanno verun rapporto 
con l’ unità . 

Si le cifre che le lettere indicano quan- 
tità astratte e generali , poiché nè le unc 
nè le altre precisano la specie delle cose. 
Le lettere però indicano quantità più ge- 
nerali delle cifre. Ed in vero se dalle ci- 
fre non è precisala la specie , Io è il nu- 
mero ossia il rapporto che hanno le gran- 
dezze all’ unità : dalle lettere non è pre- 
cisato nè il numero nè la specie . Per es. 
c non esprime nè metri, nè lire , nè uo- 
mini : ma posto ancora che di uomini si 
parli , c non ne determina nè 4 , nè 5 , 
nò 10 , come fanno le cifre, e nuli’ altro 
indica che una quantità indeterminata. Per- 
ciò più generali di quelle che considera 
1’ aritmetica sono le quantità che considera 
1’ Algebra , ond’ è ebe Newton la chiamò 
anche Aritmetica generale . 

Ili 9 Sono diversi i segni con cui sono 
espressi i rapporti che hanno le quantità 
tra di loro , giacché 1’ Aritmetica si serve 
dello parole moltiplicato per, sottratto da ecc. 
e l’Algebra usa i simboli convenzionali 
X . — ecc. 

1V° Diversa finalmente è l’ indole c la 
risultanza de’ ragionamenti aritmetici e al- 


fe») Credesi questo vocabolo di origine araba ; e 
taluni pretendono che significhi Aritmetica piu ec- 
cellente : ma se certe prove non abbiamo che Arit- 
metica più eccellente sia l’Algebra per significalo 
etimologico , sul quale nulla si sa di preciso , vero 
è però ebe essa è tale in realtà per la sua supe- 
riorità sulle forse dell’Aritmetica comune nella so- 
luzione dei problemi . 
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gebrici . Nelle speculazioni della quantità 
non solo si possono combinare le idee dei 
numeri senza applicarle ad alcuna cosa con- 
creta , considerandoli cioè in uno slato di 
perfetta astrazione , il che si fa colle ci- 
fro , ed anche coi nomi de’ numeri, e ciò 
è 1’ oggetto dell’ Aritmetica: masi possono 
fare anche dei calcoli sulla quantità senza 
nemmeno allenderc al loro valore nume- 
rico astrailo , ossia al loro rapporto con la 
unità , e colla sola considerazione che esso 
sono qualche cosa e nuli' altro, servendoci 
delle ieltere . Cosi si calcolano degli a , 
dei c cc. senza interessarci di quanto pos- 
sono valere ridotti in cifre , colla certezza 
che tutte le combinazioni che si saranno 
falle sono giuste, qualunque sia il valore 
numerico che si dia ad a ed a c , al modo 
slesso che siamo sicuri che i valori nume- 
rici astratti serbati sempre tra loro gli stessi 
rapporti , qualunque sia la cosa cui ven- 
gono applicati. Nell' Aritmetica i risultali 
sono numeri astratti ; e noi abbiamo la cer- 
tezza che si verifican sempre , qualunque 
sia la specie delle cose cui essi si appli- 
cano ; nell’ Algebra i risnllati sono formale; 
ossia semplici indicazioni di operazioni che 
danno risultati i quali si verificano non 
solo qualunque sia la specie dello cose cui 
vengono applicate le formole, ma ancora 
qualunque sicno i valori numerici che a 
noi piaccia dare alle lettere . Ed è questo 
un immenso vantaggio ehe I’ Algebra ap- 
porta nelle speculazioni relative alla quan- 
tità a cui 1’ altro si aggiunge della celerità 
con cui fa si che la mente afferri i rapporti 
in grazia della concisione dei suoi segni ; 
e questi due vantaggi siamo in grado di 
rilevare fin d’ ora studiando la tavola se- 
guente divisa in tre colonne, nella I* delie 
quali sta ia soluzione del problema nel 
linguaggio ordinario: nella li.'* a fianco di 
ciascun ragionamento espresso nella prima 
vi ba la sua traduzione in scrittura parte 
numerica, parte algebrica e nella III.* vi, 
ò la traduzione totalmente algebrica (è) . 


(i) Nel novero delle differenze che passano fra 
l’ Aritmetica e l’Algebra collocare si può in qual- 
che modo anche la diversa impressione ebe nella 
mente de’ principianti tanno le cifre e le* lettere* 
Avvezzi essi a trattare i numeri e ad applicarli ai 
casi particolari anche prima dì studiar Matemati- 
che, trovandosi già abituata la loro immaginazione 
ad annettere ai segai numerici delle idee seusibili 
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Si cercano due numeri di cui è nota la somma e la differenza. 

Soluzione 


A parole 


Il numero minore più il magj 
formano la data somma : 

Ma il numero maggioro è ugual 
minore più la differenza: 

Dunque il numero minore più il 
mero minore più la differenza è ug 
alla somma dala . 

Dunque due volle il numero minore) , « 0 

più la differenza è uguale alla somma ,) 

Dunque due volle il numero minore) 
eguaglia la dala somma diminuita ( 
differenza , 

Dunque il numero minore è uguale alla ) 
semi-somma meno la semi-differenza . ) 

Il numero maggiore poi è uguale al) 
minore più la differenza : ) 

Dunque il numero maggiore è uguale) 
alla semi-somma meno la semi-differenza) 
più la differenza , ) 

Ovvero II numero maggiore è uguale) 
alla semi-somma meno la scmidillercn-) 
za più la semi-differenza, più la semi-)' 
differenza . ) 

Dunque il numero maggiore è uguale) 
alla semi-somma più la semi-differenza . ) 


A cifre e lettere 

Dei 2 numeri, x mi- 
nore , y maggiore, la 
somma sia 84, la diffe- 
renza sia 12. 

A tulle lettere 

Dei 2 numeri , x 
minore , y maggiore , 
la somma sia s ,la dif- 
ferenza sia d . 

OO 

II 

>> 

+ 

x+y = s 

y — x+12 

y = x+d 

= 84 

\ 

x+x+d = s 

2x+12 = 84 

2 x+d = s 

2x = 84-12 

2x = s — d 

x = “*/{—' n / x = 36 

x = ‘/ x — d / x 

y = X+12 

y = x+d 

y «= «4-‘»/+12 

y = ‘A-"/*-*-* 

)= n /u- u /*+ n . /»-+-“/» 

y =’/-*/,+%+“/* 

y = •%-•»/, = 48 

y = '/+"/, 

» ** 



non provano imbarazzo alcuno, per concepire il 
significalo dellle cifre , come il provano per conce- 
pire quello delle lettere. I segni a % b , e, non ri- 
svegliano alla lor mente alcun oggelto determinalo, 
come 2, 3, 4, ebe tante volle hanno preso per 
frutti, per libbre, per uomini, ecc. e son perciò 
tentati a credere , ebe il calcolo de* segni algebrici 
sia un vano modo di ragionare, che aver non pos- 
sa applicazione alcuna agli oggetti di nostra cono- 
scenza , falsa prevenzione fatale ai loro progressi , 
ebe conviene sradicare dal bel principio col mostrar 
loro come il bisogno ci ba recato all’ uso di que- 
sti segni, i quali appunto per essere sfornili di 
particolare significalo sì per rapporto alla specie , 
ebe al quantitativo delle cose, sono attissimi ad 
esprimere de’ ragionamenti generici applicabili ad 


una infinità di casi particolari in ogni genere di 
grandezze . G precisa mante a tale importantissimo 
line sono state dirette le minute analìtiche osser- 
vazioni , che fatte abbiamo sull'esposto problema, 
la cui soluzione potrebbe sembrar precoce, se non 
venisse giustificala dall' accennato rifiessso . 

Acquistata poi l’esalta cognizione delle differen- 
ze che passano tra i valori della lettere e delle ci- 
fre , ossia tra le quantità algebriche e numeriche, 
questa vale a somministrarci il seguente facile cri- 
terio per ben conoscere quali materie sieno del 
puro domìnio dell’ Aritmetica, e quali dell’Algebra. 
Appartengono alla prima tulle quelle speculazioni 
come 8-f~7=l 5 che non possono esprimersi altri- 
menti che coi segni cifre ; spettano alia seconda 
tutte quelle che possono essere espresse coi segni 
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10. Dopo lo fatte osservazioni ci trovia- 
mo obbligati a conchiudere che mentre 1' 
Aritmetica tratta delle combinazioni e de- 
composizioni dei numeri, ('Algebra si occu- 
pa non dei numeri , ma semplicemente del 
modo con cui essi figurano nel calcolo: che 
mentre 1' Aritmetica può perciò dirsi 1 1 
parie pratica , 1' Algebra è la Logica, è la 
Teorica delle quantità , o per servirmi 
della frase di Montferricr, mentre I - Aritme- 
tica considera i fatti dei numeri , 1’ Alge- 
bra ne esamina le leggi : e può perciò de- 
finirsi cosi . 

£ Algebra è la scienza delle quan- 
tità indeterminate : e queste esprimendo con 
lettere e marcandone i rapporti con brevi se- 
gni convenzionali ci reca a que' risultati che 
diconsi formale, le quali ci indicano non già 
i valori delle cose incognite che il problema 
ricerca , ma il quadro delle operazioni che 
debbonsi eseguire per ottenerli . 

11. Tulle le varie sorle di quantità de- 
terminabile nei suoi gradi di aumento e di- 
minuzione esser possono il soggetto deli’A- 
rilmetica e dell’Algebra, peso, forza, mo- 
lo, tempo , velocità , estensione . L’ esten- 
sione però tra le altre quantità tale un iin-» 
menso numero di utilissime proprietà ci 
offre e di un genere tutto suo , le quali 
perciò meritano di formare una scienza a 
parte , la scienza dell’ estensione che è chia- 
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mata Geometria , ma impropriamente, per- 
che questo nome che significa misura del- 
la terra non ri indica che una sola sem- 
plice sua applicazione . Questo studio non 
è però affatto indipendente dall' Aritmetica, 
c dall’ Algebra: anzi siccome si è veduto, 
che le quantità considerale da queste due 
scienze , purché determinabili , esser pos- 
sono di qualunque sia classe, chiaro risulta 
clic le speculazioni aritmetiche e algebriche 
possono applicarsi anche alla estensione, e 
il fatto ci proverà di quanti sommi van- 
taggi sia siala capace questa felicissima 
applicazione . 

Olire a questi diversi aspetti sotto i quali 
è la quantità considerala dall' Aritmetica , 
Algebra e Geometria , ve n' è un quarto 
più sublime sotto cui viene presa di mira 
nel cosi detto calcolo in/iniiesimale , la cui 
disamina non appartiene al nostro corso . 
Lo studio poi della quantità determinabile 
nei suoi gradi di aumento e diminuzione , 
qualunque sia I’ aspetto sotto cui si consi- 
deri , ha ricevuto fin dai più remoli tempi 
il nome di Matematica , che può dividersi 
in elementare e sublime. L’ elementare com- 
prende gli Elementi di Aritmetica, Algebra 
c Geometria, che sono il soggetto delle no- 
stre occupazioni . La sublime abbraccia le 
più elevate nozioni di Algebra e Geome- 
tria che costituiscono la così detta fu tra- 
duzione al calcolo infinitesimale, e quindi il 


lettere , come la proposizione, di due numeri il 
maggiore è ugnale alla loro semi -somma pia la loro 
simi-dìjjcrenza . Cosi quando osserviamo lite 
= 18 , 

T «tarsia una specuhuiotie aritmetica : così pure la 
è I altra 

i ra ' — 19. 

/% ' , 3 “ e 8 — J * 4 > 

e rosi il sono pure quante altre simili ne rimar- 
cassimo . Ma se noi potessimo convincerci che la 
meta , più il terzo , più il sesto non solo «li 4 8 , 
di 4 2 ec. (nel qunl caso non osserviamo die «lei 
fatti dei numeri ) ma «li uh numero «, qualunque 
egli sia , fosse eguale al numero stesso ; se (volessimo 
cioè convincervi ( come avverrà in seguilo ) che 

H / -4-" ^ 1- W / — n 
/a-r/3-T-/e — 

noi allora osserveremmo una legge «lei numeri ; e 

3 ursta speculazione sarebbe sempre del dominio 
all'Algebra, quand'anche ci esimessimo dall’ uso 
delle lettere per concepirla. li ciò ne piace avver- 
tire perchè non si creila che una teorica cesai di 
essere algebrica e perda il suo carattere di univer- 
salità, se venga esposta senza profittare «lei laconi- 
smo dei segni algebrici. Le teorie noti cambiano 
indole e natura a Icnor che cambiano i segni di 
eui usiamo per esporle; ed aLbiam già osservato 


nell 1 ora esposta tavola che l’ andamento della di- 
mostrarione è lo stesso o si usi il linguaggio or- 
dinario o I' aritmetico o il letterale. Perciò ahhiani 
«letto esser criterio a conoscere se una data i(>cru- 
lazione sia o aritmetica o algebriea l' osservare non 
se sia % ma se esser possa con caratteri algebrici 
esposta lì poiché nel calcolo algebrico siamo ne- 
cessitali «<l abbandonar le lettere e (or ricorso ai 
numeri allora solo che giunti «Ile ultime formule 
dohbiam farne ai casi particolari P applicazione ; e 
poiihè in questo caso |>er quanto le forinole fiu«li 
sieno ben complicate, non altre orazioni ci indi- 
cano che dubbiamo eseguire, se non che quelle die 
si eseguiscono su i numeri in Ieri, così toni hiudiaino 
che u queste sole a rigore si limita il canq>o della 
pura aritmetica. Tuli* altre speculazioni quando sono 
generali e applicabili a qualsiasi numero in specie, e 
tali per es. sono quelle relative alle proprietà dell© 
frazioni, proporzioni, eoe. sono a rigore «lei puro 
dominio dell’algebra, sebbene vengano esj K>stc sen- 
za il sussidio del laconico letterale algoritmo, ma 
con ragionamenti in parole, siccome nei trattali di 
Aritmetica suole farsi |>er non portar la mente di 
slancio nelle massime astrazioni, e per avvezzarla 
a f>r passo a gradi a gradi dal linguaggio comune 
al più atido delle lettere. 
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calcolo infinitesimale , ossia differenziale, c 
integrale — La Matematica tanto elemen- 
tare che sublime diccsi pura , flnchè si li- 
mila alle sole astratle teorie . L' applica- 
zione di queste ai casi pratici , ed a qua- 
lunque classe di corpi chiamasi Matema- 
tica mista o Fisico- Matematica. Greca è la 
etimologia della parola Matematica . Essa 
deriva o dal verbo montano (scire) , o dal 


nome mathema ( scientia ) ; c le si è dato 
tal denominazione di scienza per antonoma- 
sia , e perchè colle felici sue applicazioni 
1’ ossatura , a così esprimermi , costituisce 
di tutte le scienze esatte , e perchè le sue 
teorie sono una serie di cognizioni evidenti 
e certe inaccessibili all'errore, nel che ap- 
punto consiste la scienza presa nel suo 
stretto valore . 


-s saeg) 

Epilogo 

Del Ceipo T Orìgine e distintivi caratteri de IP Algebra . 


1 problemi , che esigono lina serie ili ragiona- 
menti pria che si giunga a conoscere con che o- 
perazioni si trotino le incognite, ci ol»Wig*no *d 
iniroilurre primo le ultime lettere peli* espressio- 
ne di quest* ; secondo i segni per P indicazione 
delle operazioni ; terzo le altre lettere dell’ alfabe- 
to per le quantità note ; ed ecco il naturale pas- 
saggio dalr Aritmetica all Algebra , P utilità dei 
cui segni è manifestala dal confronto della soluzio- 
ne di un problema ottenuta e col linguaggio ordi- 


nario e colP algebrico . L<* quantità i loro segni , 
i segni dei loro rapporti, P indole e il risultato dei 
ragionamenti dell* Algebra differiscono da quelli del* 
l’Aritmetica '§ 4 al IO) . 

L’ Aritmetica die delle quantità determinate, l’Al- 
gebra che delle indeterminate , e la Geometria alte 
delle quantità estese si occupa, sono parli della Ma- 
tematica la quale si «livide in elementare e in su- 
blime, e P una e l’altra poi in astratta o pura e 
in applicata o mista . (§. 41). 


CAPO II. 

IDEA DELL’ ADDIZIONE , SOTTRAZIONE , MOLTIPLICAZIONE E DIVISIONE ALGEBRICA 

Addizione algebrica , e quindi dei monomii e polinomi i y 
delle quantità positive e negative , 


12. La utilissima sostituzione delle let- 
tere ai numeri fece nascere la necessità di 
semplicemente indicare con qualche segno 
quelle addizioni e sottrazioni di quantità 
che non possiamo più eseguire, come si fa 
in Aritmetica . Fu allora che il + venne 
stabilito per segno della addizione e il — 
per segno della sottrazione . Egli è chiaro 
infatti che se vogliamo indicare che al 9 
va aggiunto il 5, possiamo scrivere 9-1-5. 
Ma se scriver possiamo 9+5 , possiamo 
anche scrivere li risultalo di questa ad- 
dizione , risparmiando il segno + . Se però 
il 9 fosse espresso da a ed il 5 da c, al- 
tro allora non potrehbesi che indicare la 
loro somma , scrivendo a+c : il segno + 
che ci indica essere c aggiunta ad a , ci è 
indispensabile, perchè la somma di c cd a 
non può essere che indicata. In simil guisa 
volendo togliere 5 da 9, possiamo scrivere 
9 — 3 : ma si può anche scrivere il risul- 
tato di questa sottrazione che è 4 , rispar- 
miando il segno — . Quando però da a è 
espresso il 9 , e da c il S , più non si 


può precisare il loro resid uo , e non ci è 
permesso che semplicemente indicarlo, scri- 
vendo a — c ; c quindi assolutamente ne- 
cessaria si rende la presenza del segno — . 

13. Si noli inoltre che se dovessimo ag- 
giungere a 9 non il 5 come sopra, ma il 
5 già diminuito di 2 , cioè 5 — 2 ossia 
3 , potremmo scrivere 9+5 — 2 ; o ( co- 
noscendo che 5 diminuito di 2 è 3 ) po- 
tremmo scrivere 9+3 , o finalmente 12 : 
ma se il 9 fosse espresso da a , il 5 da 
e , e il 2 da m , non potrebbesi in altro 
modo indicar 1' addizione di (e— sn) ad a 
che scrivendo a+c — m . Ed in vero ag- 
giungendo ad a la quantità e solamente , 
avremmo troppo aggiunto, perchè dovevasi 
aggiungere non c , ma c diminuito di m . 
Dopo dunque di avere scritto o+c , con- 
viene che indichiamo che da questa som- 
ma va (olla quella quantità m che vi ab- 
biamo aggiunta di più ; e ciò otteniamo 
scrivendo a+c — m . L' esposto dunque ci 
reca a marcare , che nel calcolo letterale 
anche allorquando trattasi di [art una ad- 
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dizione , può benissimo accadere il caso che 
debba indicarsi una sottrazione , porcile una 
sottrazione doveva farsi antecedentemente 
sulla quantità che aggiunger dobbiamo . 

Monomi! e putinoniii 

14. La circostanza poi di dovere come 
abbiamo ora rimarcato inrhiudere talvolta 
nelle stesse indicazioni delle addizioni an- 
che le indicazioni delle sottrazioni ( le quali 
si sarebbero eseguite prima di sottoporre 
le quantità alla addizione se si fosse trat- 
tato di numeri ) ba fatto sì ebe siasi chia- 
malo un aggiungere anche il porre le in- 
dicazioni di quelle sottrazioni che hanno' 
luogo alla circostanza sopra indicala di do- 
ver fare un' adizione . E siccome in una 
addizione aritmetica le cose che insieme si 
aggiungono , ossia le "poste non sono , co- 
me è chiaro, che tante quantità, cosi per 
analogìa per tante quantità, si presero e 
il -+- a c il -+- e, e il — m, ossia l’ad- 
dizione (e meglio sarebbe il Aire posizione) 
di a, l'addizione di c, la sottrazione di m, 
e si chiamarono termini algebrici . Quindi 
è che 

Termine algebrico o 

llonomio è una quantità considerata 
complessivamente al segno -t- o al segno — 
da cui è preceduta . 

Quantità polinomio o 
Polinomio è un complesso qualun- 
que di monomit , ossia un complesso qua- 
lunque di indicazioni di addizioni o sottra- 
zioni di quantità . 

Più particolarmente questo complesso 
dicesi binomio, trinomio , quadrinomio, se 
risulta di due, tre, quattro termini. 

Quantità positive e negative 

13. L' uso poi di chiamare col semplice 
nome di quantità o di monomio tanto una 
addizione di quantità, come -+- a, H- e, 
quanto una sottrazione di quantità come 
— ro , fece si che le operazioni di addi- 
zione e sottrazione non essendo più richia- 
mate dalla parola , nemmeno più rimanes- 
sero associale alla idea ( (anta sul richiamo 
di esse è 1’ influenza dei segni! ) e quindi 
ne avvenne che non solo — m fosse chia- 
mata , ma anche creduta una semplice 
quantità : hinc prima mali labes ! Abituati 
cosi i Matematici alla pratica erronea sì 
( ma' però comodissima per viemeglio ge- 
neralizzare cd esprimere con laconismo le 
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speculazioni del calcolo) di ritenere sì il 
-t- A per esempio che il — k per semplici 
quantità, c falla così astrazione dalle bpe- 
razioni indicate dal segno •+• c dal — , 
che precede la lettera ( segni che nelle o- 
perazioni del calcolo non cessano giammai 
dall' indicare come stabilissi a principio, 
il primo una addizione , e il secondo 
una sottrazione) si trovarono nella neces- 
sità di scendere ad altre inesattezze. Ed 
in vero essendo evidente che -+- k non è 
al certo la stessa cosa di — k e non es- 
sendovi in questi simboli che indicazione 
di operazioni e indicazione di quantità, ne 
segue che non potendosi più attribuire la 
differenza dei due simboli alla vera cau- 
sa , cioè alla differenza delle operazioni 
cui si deggiono sottoporre le quantità, per- 
chè si è contratta 1' erronea abitudine di 
alienare la mente dalla idea di queste o- 
perazioni , non resta altro scampo che at- 
tribuire questa differenza, anzi questa op- 
posizione , alle quantità stesse , dicendo 
che + i e — k sono le indicazioni di 
quantità aventi un' opposta maniera di es- 
sere ; e cosi insensibilmente si passò ad 
attribuire al mode di essere della quantità 
— k quella azione distruggitricc del + k, 
che è i! puro effetto della sottrazione . A ciò. 
molto pure contribuì 1' osservazione che in 
alcuni casi la sottrazione di una quantità- 
è richiesta dalla esistenza d' una quantità 
opposta che nei quesiti è indicala . E quan- 
do — k non riguardasi più per sottrazione 
di k, ma per una semplice quantità, ne 
segue che ponendola dopo m, scrivendo cioè 
m — k, non possiamo più riguardare questo 
binomio , quale esso è veramente , per la 
indicazione cioè della sottrazione di k da m, 
ossia per m — (Aj, ma in vece per la indica- 
zione dell’ addizione della quantità negativa 
( — A) ad m ossia per m-t-( —A'). Coll’essere 
caduti nell’ errore di credere cho { — k) sia 
l' indicazione d’ una semplice quantità, sia- 
mo venuti ad erroneamente supporre che 
il segno — destinato ad indicare non altro 
che sottrazione , possa fondersi insieme con 
la quantità, e formare un tuli’ uno con 
essa, lo che esprimiamo appunto col far 
passare entro la parentesi il segno — in- 
sieme con la lettera , e così il — da se- 
gno clic è di operazione , noi passiamo 
erroneamente a supporre che divenga sem- 
plicemente segno qualificante la quantità , 
e perciò segno con essa indissolubilmente 
congiunto , che ci fa conoscere che la quan- 
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tilà che ne è affolla distrugge altrettanto 
per quanto essa è nelle quantità aflctto dal 
-I- colle quali si trova congiunta. 

16. E da questo errore eccoci natural- 
mente condotti a distinguere due sorte di 
quantità , quelle cioè affette dal che si 
dicono anche quantità in sento, o in qua- 
lità , o in funzione , o in istalo di addi- 
.zione e che continuamente si contraddi- 
stinguono col nume di positive, c quelle 
affette dal — , che si dicono quantità in 
senso, o in qualità, o in funzione, o in 
stato di sottrazione e sono comunemente 
chiamate negative . E già la stessa parola 
stato di addizione e sottrazione delle quali 
lassi uso in questa distinzione ce ne ma- 
nifesta l' inesattezza , giacché l’ addizione , 
e la sottrazione sono una operazione e non 
uno stato. Quindi l’epiteto di negativa dato 
alla quantità a rigore è un assurdo : quello 
di positiva è un pleonasmo. Egli è in vero 
Ira i fondamentali canoni della matematica 
chq,,in tutto il trattamento di un calcolo , 
le quantità soggetto d’ addizione e sottra- 
zione { e a queste due tutte le operazioni 
del calcolo vanno a ridursi ) sieno omo- 
genee. E se talune ci vengono nei quesiti 
enunciate , che sono di opposta natura a 
quelle su cui già si opera come per es. 
sarebbero forze di natura opposte a quelle 
già dal calcolo prese in considerazione , 
non esse entrano nel calcolo, ma bensì la 
sottrazione di tante unità omogenee quante 
sono necessarie a distruggerle . E se le 
quantità su cui si opera sono in un me- 
, desituo calcolo tutte omogenee , e se non 
possono esistervi che o per esservi addi- 
zionate o per esservi tolte, è ben chiaro 
che se non esistono in sottrazione, debba 
no esistervi in addizione , ed il dichiarare 
queste con 1' epiteto di positive è perciò 
una inutilità (a) . 


(u) Qualche istruttore potrebbe rimanere perples- 
so nei giudicare o no come erronea la distinzione 
delle quantità |>ositive e negative, giacché anche nel- 
le opere di matematici le più moderne si roti iva 
1’ errore di accordare al segno — ta proprietà di 
qualificare ta quantità e (póndi di ammettere lo 
stalo positivo e negativo dei numeri . E fra molte 
di queste ujvere valga il citare 1* ultima edizione del 
classico Dizionario delie matematiche- Ivi all’ arlic fi- 
losofia delle matematiche sta scritto « Lo sta* 
a tu positivo o negativo dei numeri riguarda es- 

• senzialnirnte la toro (piatita, tornire le uperaziuni 

• di addizioni e sottrazioni riguardano un.eaniente 
a la loro quantità a. L' autorità peto non deve pra- 


17. En distinzione però delle quantità 
positive e negative , sebbene inesatta fu 
utile perchè introdusse nella scienza mag- 
giore brevità di espressioni si nelle spie- 
gazioni che nelle forinole, e perchè rese 
più generiche e facili le Applicazioni ; e 
perciò da lutti i Matematici fu adottala . 
L’ ammetterla è dunque indispensabile ; 
ina è anche indispensabile ( se «uniamo di 
eliminare ogni pregiudizio cd ogni errore 
iti proposito ) di rammentare che 

L’ Indicazione delle 

quantità positive * i indi- 
cazione della poliziotte delle quantità . 

V Indicazione delle 

quantità negative è i in- 
dicazione della sottrazione delle quantità . 

18. Intanto presa 1’ abitudine di riguar- 
dare si il -+■ k che il — k per semplici 
quantità: nè è seguilo che come il porre 
nel calcolo +k si è chiamalo un aggiun- 
gere, cosi pure si è chiamato un aggiun- 
gere il porre nel calcolo — k, il porre cioè 
nel calcolo 1’ indicazione della sottrazione 
di k, cosicché raggiungere o addizionare 
algebrico abbraccia tanto la posizione della 
quantità, clic la posizione della sottrazio- 
ne delle quantità, tanto cioè il porre che il 
togliere; e consiste perciò nello scrivere i 
termini algebrici con i proprii loro segni . 
Cosi avendosi il -+-a il — ni il -t-e il — h 
si dice che abbiamo algebricamente aggiunti 
questi monnmii, quando gli abbiamo avvi- 
cinati in fila , scrivendoli con i proprii lo- 
ro segni come qui appresso 

-t-a — m-t-e — h 
e conchiudiamo perciò che 

i: Addizione algebrica 

è quell ’ operazione per mezzo della quale 
si schierano V uno dopo V aliro i termini 
algebrici con i propri loro segni ad oggetto 


valere alla chiara luce del vero . Il — 10 altro 
non indica che sottrazione del <0- Se ai tratta Hi 
scudi , questi sono tondi bianco-lucidi , pesanti so- 
nori, tanto se si tratti di porli nello sgrigno, quan- 
to se si tratti di toglierli da esso. IMO scudi di 
debito non differisce da 10 scudi di capitale perchè 
gli scudi di debito ubbia no maniera di essere di- 
versa dagli scudi di capitale , abbiano cioè la pro- 
prietà di distruggere il capitale stesso . La deficien- 
za che gli scudi 10 di debito portano nel mio ca- 
pitale non è I’ effetto di questa proprietà distrug- 
gilrice qualificala dal — che precede il 10 scudi 9 
è I* effetto bensì di quell' operazione disgustosa 
che gli toglie dallo scrigno e che chiamasi sotlraÙQ - 
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di indicare le addizioni e salir azioni a farsi 
allorché verranno sostituiti alle lettere i nu- 
meri . 

19. Questa operazione consiste dunque 
in un semplice avvicinamento di termini 
algebrici ed è chiaro che non può chia- 
marsi vera somma il risultato numerico 
che andrà ad ottenersi , giacche potrebbe 

Sottrazione algebrica 

oei SEGNI 

20. Como nell' addizione può occorrere 
di fare una sottrazione , così nella sottra- 
zione può occorrere di fare un’ addizione. 
Se in tasca io mi trovo due monete una 
da 20 c P altra da 10 lire , cd essendo 
debitore a Pietro di lire 7, traggo di lasca 
e do a Pietro la moneta di 10 lire , mi 
rimane in lasca la moneta di lire 20 . 
Queste lire 20 però non sono il vero re- 
siduo , poiché non lire 10 doveva io to- 
gliere ( siccome ho tolte di lasca per non 
avere moneta sciolta ) ma (— t— 10 — 3) ; e 
perciò avendo tolto lire tre più di quello 
che doveva, il giusto residuo sarà il 20 
accresciuto di lire tre clic Pietro mi rende 
in diedro. Tutto ciò esprimo col dire die 
il giusto residuo è 30 — (-1-10 — 3) . Ora 
da 30 togliendo il primo termine del sot- 
traendo che è -1-10, ottengo 30— (-f-10) 
= 20 ; dall’ ottenuto 20 passando ora a 
togliere il secondo termine algebrico che è 
— 3, ottengo 20 — ( — 3) = 23. Il secon- 
do termine algebrico infatti non è il 3 ma 
il — 3 , ossia la sottrazione di 3; e togliere 
la sottrazione di 3 , ossia disfare quella 
sottrazione di Ire lire che si è fatta più 
del dovere, allorché si sono lolle di ta- 
sca lire 10 , è un riporre in tasca le li- 
re 3 che Pietro mi rende egli è un ag- 


ne , e che è repressa dal —, operazione opposta 
del lutto alt’ altra piacevole che netto scrigno li 
pone. E se il — tO è non acconq>agnato da altri 
termini , ma isolalo, ciò espi ime che io delitto dal 
mio scrigno togliere scodi IO ; e m’ accorgo che 
nello scrigno disgraziatamente non v’è notla, sicché non 
ai può la sottrazione effettuare, lt — IO scudi non e- 
sprime dunque una quantità di natura opposta agli 
scudi di capitate : esprime che io debito sottrarre 
scudi IO dal mio scrigno e , questo è vuoto ilei 
tutto . Se si tratta di lince ( immagina le funzioni 
del cerchio e per es. it Coseno ) il Coseno — c li 
dice che iteri tuo caso la linea che tu credevi pote- 
re aggiungere al seno verso per avere il raggio , co- 
me la definizione del coseno ti suggerisce, non esi- 
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essere esso minore anfora di ciascuna del- 
le poste delle quali è costituito; ed anche 
uguale a zero , ed anche I’ indicazione di 
una sottrazione di quantità che per man- 
canza di minuendo non possa effettuarsi , il 
quale ultimo caso avverrebbe quando la som- 
ma delle quantità negative quella supe- 
rasse delle quantità positive. 

E DUPLICE SIGNIFICATO 
-|— E — 

giungere il 3 . È dunque evidente che 
20— ( — 3) = 20-t-S . 

Si ragioni in simil modo se il 30 e- 
sprimessc le libbre di rum contenute in 
una damigiana, c se libbre 10 fosse il peso 
d' una bottiglia pesata dopo averla em- 
piuta del rum trailo dalla damigiana indicala, 
e se il peso della bottiglia vuota fosse 3 lib- 
bre . Il rum che in questa ipotesi è nel- 
la damigiana rimasto e 30 — (-1-10 — 3) 
— 20— (—3) — 20-1-3 ; cd ecco esempli 
di addizioni a farsi nella circostanza d’ u- 
na sottrazione . 

21 L’assoluta necessità però di fare un 
addizione nella circostanza di dover sot- 
trarre , egli è ben vero che in Aritmetica 
non capita mai, giacché se dal 30 dob- 
biamo togliere (10—3) non togliamo il 10 
prima , e non restituiamo il troppo clic si 
è tolto coll’ aggiungere poscia il 3 , giac- 
ché sapendo che il (10 — 3) è 7, scrivia- 
mo 30 — 7 , e tosto otteniamo 23 . Ma se 
non in Aritmetica , spesso si ha in Alge- 
bra la necessità di togliere più di quel che 
si debite ; e quindi il fare un’ addizione 
all’ ottenuto residuo affine di restituire il 
troppo tolto è inevitabile . Ed invero fatto 
30 = «, 10 = c, e 3 = m, abbiamo 
« — (-4-c — m) . In tal caso non possiamo a 


ale . Nel tuo caso I' aggiunta dì una linea al seno 
terso [ter formare it raggio è un assurdo . Per ot- 
tenerlo lu devi togliere in vece, devi sottrarre ta 
tinca c dal seno verso , lu devi scrivere — c. Che 
se di far questa sottrazione onde avere il raggio 
non t' interessa , perchè il solo sapete che dovreb- 
be farsi , li precisa die ottuso è )’ angolo cui it 
Coseno appartiene , e ciò li Ivasta , rifletti che it 
fare astrazione dalla sottrazione indicata dal — non 
fa sì die il — ■ cessi dall’ indicarla , e passi a pren- 
dere in vece un altro significato. Per maggiori di- 
lucidazioni in proposito gli Istruttori che s> servono 
di questo mio corso, sono pregati a leggere la XVI 
delle mie Lettere Filosòfiche. Basta perora 
agli Altieri quanto si è qui is[>o3to nel testo . 




li 

meno di non dar principio alla nostra sot- 
trazione dalla sottrazione del primo termi- 
ne -t-c cosicché otteniamo per residuo, 
a — e, che per brevità possiamo indicare 
colla lettera r iniziale delle parole residuo. 
Questo residuo contiene però m unità di 
meno del giusto perchè è ottenuto col to- 
gliere m unità di più di quelle che togliere 
si dovevano ; e si dehbe perciò accrescere 
delle m unità di cui si trova mancante . 
Dobbiamo dunque aggiungervi m, ed avremo 
perciò r-f-m . Ma quest* espressione r-4-m 
non fa conoscere che m si aggiunge per- 
chè »• è un residuo ottenuto per essere 
stale tolte m unità che ora vogliamo ren- 
dergli : ed appunto per mostrare questo 
motivo per cui ad r si fa 1' addizione di 
tn, in vece di dire che ad r si aggiunge 
m , si usa la circonlocuzione « si toglie la 
sottrazione di m » ossia in vece di scri- 
vere r-+-m, si usa l' espressione equivalen- 
te r — ( — ih) . Ed è chiaro che porre m e 
togliere la sottrazione di m equivalgono se 
si rifletta che il togliere ossia il disfare una 
fatta sottrazione (e.tale è 1’ idea che il sim- 
bolo — ( — w) risveglia ) egli è tornare al 
minuendo coll' aggiungere al residuo il 
sottraendo . Quindi la rispettiva idea ad 
ogni segno annettendo, è d' intuitiva evi- 
denza la seguente proposizione 


t 


il residuo 
r d’ un 3 
quantità i- 
gnola cui 
è stalo tol- 
to m 


ì 

1 


— 

{— m) 

= 

r-H» 

(j»llor- 

la fatta 

si renile 

il minuen- 

cliè 

sottra- 

ugnala 

do r~f~m 

veog* 

«ione 

ossia 

che non si 

tolta 

di m ) 

diventa 

conosceva 

e che ri - 
cerchiamo 


Nei metodi d’ insegnamento, giusta i qua- 
li il — m esprime non una sottrazione di 
quantità, ma una semplice quantità, una 
quantità negativa, convien diro che r è il 
minuendo, che ( — m) è la quantità nega- 
tiva che si sottrae, ed r-t-m è il residuo . 
Un residuo maggiore del minuendo urta a 
dir vero ii buon senso degli allievi ! 

22. Dall’ esposto dunque risulta darsi 
nelle sottrazioni algebriche il caso ancora 
di dover fare delle addizioni : giacché se 


può darsi che si abbiano a togliere quan- 
tità ( e ciò si esprime cambiando il -+• da 
cui sono affette in — ) può darsi ancora 
che si abbiano a togliere le sottrazioni di 
quantità, e ciò si esprime cambiando il — 
in -h . Abbiamo cioè 

!>—(-+-?) = p—q 
p—l—q) = p-H 
Possiamo dunque conchiudere che 
La Sottrazione algebri- 
ca è quell' operazione per mezzo della 
quale scrivendo alla destra del minuendo tulli 
i termini del sottraendo con il segno opposto 
a quello che hanno , si indica il loglimenlo 
che far si dehbe sì delle quantità che delle 
sottrazioni di quantità, delle quali il sottra- 
endo risulta , quando verranno sostituiti alle 
lettere i numeri . 

Duplice significato dei segni -f- e — • 

23. Il -t- è sempre destinalo per espri- 
mere invariabilmente la posizione ; ed il — 
per indicare invariabilmente la sottrazione. 
La più ampia estensione però che si è 
data alla idea di quantità o termine alge- 
brico fa si che l' idea del porre, cui è sem- 
pre dedicalo il segno H-, si estenda ancora 
alla posizione delle sottrazioni e porti de- 
cremento, e che 1‘ idea del togliere, cui è 
sempre dedicato il segno — , si estenda 
ancora alle sotlrazioni delle quantità , e 
quindi importi addizione. Quando il e- 
spritne una reale posizione di quantità, ed 
il — una reale sottrazione , io li chia- 
mo segni reali. Quando il ri- esprime un 
addizione algebrica a farsi, ed il — espri- 
me un’ algebrica sottrazione , io li chiamo 
algebrici (a) . Fra il significato reale e 
1’ algebrico di questi segni , v’ è appunto la 
differenza che passa fra 1' addizione o sot- 
trazione reale ed algebrica . Quindi il •ri- 
reale esprime le reali quantità; ed ii — 
reale le reali sottrazioni di quantità : il ri- 
algebrico come segnale di addizione alge- 
brica ci impone scrivere i termini con i 
segni loro propri : il — algebrico coma 
segnale di sottrazione algebrica ci impone 
scriverli con segno opposto. Eccovi nei si- 


fu) Da taluni il segno — f- e il segno — algebrico 
suole dirsi generico : ma affinché non abbiano i prin- 
cipianti a credere che quando hanno questo signifi- 
cato i segni si riferiscano a quantità più generiche 
che nell’ altro, mentre le quantità possono essere 


generali egualmente nell* uno e nell’ altro caso, noi 
abbiamo stimato meglio preferire I* aggettivo algebri- 
co siceome (pielto che ci avverte consistere la differen- 
za dei significalo nella differenza appunto che passa 
tra le addizioni é sottrazioni reali e le algebriche’ 
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lustri membri delle sottoposte uguaglianze 
(A) , (B) l’ indicazione dell’ adddizione al- 
gebrica , e nei sinistri membri delle ugua- 
glianze (D) ed (E) l’ indicazione della sot- 
trazione algebrica , e nei destri i loro ri- 
sultati . 1 segni a sinistra della parentesi 
hanno valore algebrico 1’ hanno reale quelli 
che precedono immediatamente le lettere. 


(A) H- H-c) = 

f la potizio* equivale 
Porre / ne tlella a 

\ quantità c 

(B) ■+■ (— «) . = . 

f la solitario- equini le 

Porre / ne dell* a 

V quantità e 


-¥C 
porre la 
quantità e 


— C 

sottrarre la 
quantità c 
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(D) — (4-c) = — c 

/ la jiosizio* equivale Sottrarre la 

Togliere'' ne della a quantità e 

( quantità c 

(E) — ( — e) = H-c 

^ la sotlrazio- equivale porre la 
Togliere^ ne di C a quantità c 

Annodiamo ad ogni segno la idea ri- 
spediva; e le esposte uguaglianze sono 
proposizioni di intuitiva evidenza . Nè più 
può recar meraviglia clic il -+- , sebbene 
sempre indichi il porre, pure talvolta porli 
diminuzione; c che il — , sebbene sempre 
indichi il togliere , arrechi talvolta incre- 
mento (a) . 


Moltiplicazione e Divisione algebrica 


24. L’avere sostituito le ledere ai numeri 
importa che anche nella moltiplicazione alge- 
brica particolari osservazioni abbian luogo, 
siccome è accaduto nelle addizioni e nelle 
sottrazioni. Ricerchisi per e. V imporlo di 
prima compra di un liquore del quale sì 
è empiuta una bottiglia , che pesata dopo 
essere stata empiuta ò libbre 8, sapendosi 
che T imporlo di ogni libbra è lire G com- 


preso »1 dazio e il porto, ammontanti per 
ogni libbra a lire 2 , e sapendosi pur an- 
che che la bottiglia in cui si è collocalo 
il liquore, vuota è libbre 3. Per giungere 
air intento, ecco come naturalmente pro- 
cedono le mie riflessioni. 

I.° Ogni libbra costa lire 6. Le libbre 
sono 8. Olio volle 6 fa 48: dunque l’im- 
porlo di prima compra è lire 48. 


(o) È pure a notarsi che in Àlgebra non solo , 
nacque ii bisogno di marcare che una quantità c 
è posta, lo che esprimiamo scrivendo -+-e, ovvero 
clic una quantità c è tolta, nel qual caso scrivia- 
mo — c, n>a in alcune Speculazioni, le quali tanto 
più utili riescono quanto più genera'i , assai van- 
taggioso Iroto&si il fare astrazione dal segno reale 
da cui sono affette si le qu.mliià die le sottrazio- 
ni dì quantità per |>olrr giungere a risultali egual- 
mente applicabili come ai casi in cui le quantità 
sono poste, cosi a quelli in cui i itati del proble- 
ma esigono che sieno in vece poste le loro sottra- 

zioni . Si sentì in somma il bisogno di esprimere 
nelle formule generali un tal termine ciré rappre- 
sentare ad un tempo potesse tanto una quantità af- 
fetta dal -t- che una quantità a (Tetta dal — ad og- 
getto che la medesima formula fosse bene applica- 

rahile sì ai casi particolari in cui si verifica la 
prima circostanza che a quelli nei quali si ve- 
rifica la seconda . 

A questo scojK) se la quantità fosse indicata da 
e, sarebbe adattala P espressione «-f-c ovvero — c» 
ma se ne bramò una più concisa; e si provvide ad 
un tempo alla chiarezza e al prezioso laconismo con 
lo stabilire che nelle forinole generali venga da una 
semplice lettera non preceduta da segno veruno in- 
dicata una quantità che in un qualche particolare 
caso esser possa positiva, e negativa in qualche al- 
tro : si stabilì in somma che nelic forinole generali 
le lettere fossero sprovviste dal -t- e del — reale 


appunto perchè potes^ro adattarsi alla circostanza 
che richiede il c n quella che richiede il — . 
Adottala questa convenzione, è chiaro che i Segni 
da cui sono precedute le lettere nelle formule ge- 
grrali, non polendo essere reali, deggiono essere al- 
gebrici . Così può stabilirsi che con a sia espresso 
tanto -f- tO che — 40. In tale i|>ott-si quando nei 
casi particolari per a venga espressa una quantità 
e non una sottrazione di quantità, quando cioè sia 
jkt esempio a = -f- tO, espressione in cui il -4- 
clir precede 40 bn un significato reale , nc verrà 
che se faremo noi oru precedere a dal segno -+• o 
dal — presi nel loro algebrico significato, avremo 

H-a = H-(H-IO) = H-10 

—a == -(H-10) = —10 

Quando poi per a a’ intenda la sottrazione di 
una quantità, sia cioè a = — 40, allora avremo 

4-a = -H— 10) = —10 

—a = —(—10) = 4-10 

Queste due ultime espressioni portandoci a rile- 
vare che talvolta può essere -ha = — 40, e — u 
=H-t0, parrebbero indicarci un assurdo: ma la con- 
traddizione sparisce allorché riflettiamo che il segno 
che precede fi è algebrico , e il segno che precede 
40 è reale. 
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li. 0 Meglio riflettendo alle circoslanze 
del quesito, mi accorgo che I’ ollenulo 48 
c un risultalo erroneo; giacche è vero che 
ogni libbra mi cosi» lire 6 : ma è anche 
vero che per ogni libbra ho dovulo spen- 
dere lire 2 fra dazio è porlo . Il primo 
costo di ogni libbra è dunque non lire 6, 
ma lire (6 — 2); e perciò per ognuna delle 
olio libbre io aveva posto lire 2 di più . 
Debbo dunque togliere dall' ollenulo pro- 
dotto 8 volle il 2; e perchè 8 volle 2 è 
16, il costo di prima compra sarà 48— 16 
=i 32. M’accorgo intanto che nella mol- 
tiplicazione occorre talvolta anche il caso 
di dover porre un dato numero di volle 
non solo le quantità , ma anche le sottra- 
zioni delle quantità , giacché ho dovuto 
porre 8 volte il — 2 . 

111*. Ma meglio uncora esaminando il 
quesito, mi accorgo di non aver nell’eseguilo 
calcolo causato ogni errore: poiché ri Hello 
che libbre 8 era il peso del liquore non 
già, ma della bottiglia piena del liquore; 
e poiché il peso della bottiglia vuota è 
libbre 3 , è chiaro che il peso netto è tre 
libbre di meno, e clic perciò non 8 volle, 
ma 8 volle meno 3 volle doveva io pren- 
dere il 6 e togliere il 2 . Debbo dunque 
e toglier Ire volte quel 6 lire costo di una 
libbra che ho posta tre volle di più : debbo 
cioè togliere 18: e in pari tempo debbo 
pure togliere 3 volle il — 2 ossia aggiun- 
gere 3 volle il 2 , ossia aggiungere 6 per 
riparare alla sottrazione del 2 ebe ho fatta 
3 volle più del dovere : debbo dunque ag- 
giungere 18+6. Quindi il vero risultalo non 
è perciò 48 — 16 ; ma è 48 — 16 — 18+0. 

Ecco lo sebema del fatto ragionamonlo 

Moltiplicando lire 6 — 2 = 4 

Moltiplicatore volle 8 — 3 = 5 

Prodotto 48 -16 — 18+6 = 20 

23. Tutto questo giro di deduzioni io 
poteva evitare, se rifletteva a. principio 
che il 6—2 è 4 ; e che 1’ 8 — 3 è 5, giac- 
ché avrei tosto ottenuto il risultato 20 . 
Ma in Algebra non possiamo dispensarci 
dallo esprimere le indicale operazioni . Se 
il 6 lire fosse espresso da a ed il 2 lire 
dal d , c se I’ 8 volle meno 3 volle lo fosse 
da f— ni, noi saremmo necessitati ad indi- 
care il moltiplicando per mezzo del bino- 
mio a — d e quindi ad esprimere che i ter- 
mini che lo costituiscono vanno posti f 
volte c tolti m volle . 


In Algebra dunque non solo v'è bisogno 
come in Aritmetica del segnale X che ci 
indichi il gii ante volle , ma di un segnale 
ebe ci indichi il quante volle il moltipli- 
cando va posto, e di un altro che ci indi- 
chi il quante volle il moltiplicando va tol- 
to. E poiché per indicare che una cosa 
va una volta posta nel calcolo ovvero va lolla 
una volta, noi ci serviamo del + algebrico, 
ovvero del — algebrico (§. 23 ) cosi per 
indicare che una rosa va posta c volte , 
ovvero va tolta c volte, facciamo uso del 
X+c , ovvero del X — ® • 

Ma il moltiplicando, abbiamo ora vedu- 
to , che in qualche circostanza risulta di 
più termini , c talvolta alcuni di questi 
sono quantità, taluni altri sono sottrazioni 
di quantità: perciò il termine che in ta- 
luni casi conviene porre e in taluni altri 
togliere un dato numero di volte può es- 
sere una quantità, per esempio +o , e 
può essere una sottrazione di quantità por 
esempio — a . Possono darsi perciò nella 
moltiplicazione i quattro casi seguenti. 


I. +1» 

qua Isiasì 
quintili 

X+c 

posta 
c volte 

ila per 
prodotto 

+<IC 

una 

quantità 

li. —a 
«nitrazione 
di qualsiasi 
quantità 

X+C 

posta 
c volle 

ili» per 
prodotto 

— ac 

una sottra- 
zione di 
quantità 

111. +a 

qualsiasi 

quantità 

X— c 

tolta 
e \ulte 

dà per 
prodotto 

— ac 

una sottra- 
zione di 
quantità 

IV. -o 

sottrazione 
ili q'ialfliasi 

X—c 

tolta 
c mite 

dà per 
produlto 

~hac 

lina 

quantità 


quantità 

Il primo e quarto caso equivalgono, per- 
chè con diverso giro di parole diciamo nel 
quarto la cosa stessa che il primo caso ci 
esprime . Togliere c volte la sottrazione 
di o ( come diciamo nel IV. ) è lo stesso 
che porre c volte la quantità a (come di- 
ciamo nel I.) poiché se una volta togliere 
la sottrazione di u è un porre a, togliere 
la sottrazione di a c volte sarà un c vol- 
le porre a . 

Il secondo e terzo caso pure equival- 
gono, poiché porre c volte la sottrazione 
di a ( come diciamo nel II. ) è evidente 
valere il medesimo che togliere c volte la 
quantità a, come diciamo nel III. 
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2fi. Per comodo di brevità questi quat- 
tro casi si indicano lasciando di scrivere 
le lettere, così 


-+-X-+) 
— X— ) 


dà -+- 


-4-X— ) 
— X-H 


dà — 


avvertendo sempre 1® che se si lasciano 
le lettere nello scritto, non le si debbono 
nella mente , giacché la moltiplicazione ca- 
de sulle quantità e non su i segni : av- 
vertendo 2° che i quattro casi per mag- 
gior facilità possono a due soli ridursi, cioè 
(t segni uguali danno -t-, segni opposti 
danno — lì : avvertendo finalmente 3 U che 
il segno o — da cui è affetto il mol- 
tiplicando è sempre reale , perchè ci pre- 
cisa se quantità, o sottrazione di quantità 
sia la cesa che si delibo ripetere , ed è 
sempre algebrico il segno che precede il 
moltiplicatore, poiché se è il -4-, ci signi- 
fica che il moltiplicando va posto un dato 
numero di volto in senso algebrico, va 
cioè un dato numero di volte posto come 
è, positivo se positivo, negativo se negativo; 
e se il segno che precede il moltiplicatore 
è il — , ci signilìca che un dato numero 
di volle il moltiplicatore va tolto algebri- 
camente ossia va posto col segno contrario 
a quello che ha . 
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27. Dal citato esempio di 6 — 2 da mol- 
tiplicarsi per 8 — 3 ( 5- 21 ) ossia dall’ e- 
scinpio del (c— d} da moltiplicarsi per 
( f—m ) risulta che talvolta in Algebra per 
ottenere quel risultato medesimo che in 
Aritmetica si otterrebbe por mezzo della 
semplicissima moltiplicazione di 4 per 5, 
conviene porre un dato numero di volte , 
e un dato numero di volle togliere c quan- 
tità e sottrazioni di quantità . E perchè 
1' assieme di queste operazioni ci reca a 
quel risultato che in Aritmetica sarebbe il 
prodotto di una moltiplicazione , si è chia- 
mato moltiplicazione pur esso ; c perciò 

Moltiplicazione alge- 
brica e quell ’ operazione per mezzo 
della quale si indico che tanto le quantità 
che le sottrazioni delle quantità si pongono 
o si tolgono un dato numero di volte . 

28. Dal concetto delia moltiplicazione , 
come in Aritmetica così, pure in Algebra 
scende quello della divisione, cosicché 

Divisione algebrica è 

quella operazione per mezzo della quale , 
data V indicazione di un prodotto e di uno- 
dei suoi fattori si trova V indicazione del- 
l' altro fattore incognito . 


CAPO 111. 

Dei quattro elementi di cui risultano i termini algebrici , 

E DEI LORO RAPPORTI . 

Delle lettere che costituiscono i termini algebrici. 


2!). Dei qualtro clementi di cui come 
ora vedremo risultano i termini algebrici , 
lettere, segui , coefficienti, esponenti , sono le 
lettere il perno su cui lutti gli altri si ag- 
girano, e già nell' analisi che ci ha por- 
talo a conoscere (§. !)) come si è fallo 
passaggio dall' Aritmetica all’ Algebra ab- 
biamo notata 1’ utilità delle lctlerc por isla- 
bilire dei teoremi generali applicabili a 
tutti i casi particolari possibili , che ad 
essi appartengono. Il numero delle lettere 
che possono trovarsi in un solo termine è 
indeterminato , essendo un termine solo 
tanto a , quanto ac , quanto ned , aedmp , 
ce. È necessario però di conoscere essersi 
in Algebra stabilito, che il niun segno fra 
lettera e lettera è segno che 1’ una è mol- 
tiplicata per 1’ altra . Cosi ac equivale ad 
«X c > acd atl °X°X<* i ec. ; come pure 


è necessario rammentare che i soli segni 
di addizione c sottrazione , i soli segni 
cioè -+- e — valgono a separare un ter- 
mine dall’ altro . Così conio -t-a c un mo- 
nomio , — c è un monomio , è pure un 
semplice monomio anche -t-aX c X^X/X? 
X”’. c — òXpX<?Xr, ec. mentre o-t-e ò 
un binomio perchè due ; a+c+d ò un 
trinomio perchè Ire ; a-t-c+d+f è un 
quadrinomio perché quattro sono le quan- 
tilà separate dai sogni -4-0 — . 

30. Si noti inoltre che le espressioni acmp 
ed aXrX^Xp a.c.m.p sono sinonimo , 
e lulle indicanti il prodollo formalo. dai 4 
fattori a, c, m, p, che non può effettiva- 
mente ottenersi , se non allora che sicno 
precisali in numeri i loro valori ; e se- 
coinuncmenle si dico, che si eseguisce 
la moltiplicazione , quando 1’ espressione. 

3. 
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«X c X m Xp s ' converte in acmp , questo 
modo di esprimersi è inesatto, giacché al- 
tro non facciamo che passare da un indi- 
cazione più lunga ad altra più breve, poi- 
ché anche acmp è un prodotto indicato e 
non ottenuto, al pari .dell’ altro . 

31. Applicando poi all’Algebra quelle 
proprietà stesse che l' Aritmetica rimarca 
nei prodotti dei numeri, risulta, che aXc 
= eX<>. che ampr = amrp = arpm ee., 
che cioè nulla altera il quantitativo del 


prodotto la trasposizione dei fattori ; e ri- 
sulta pure che aX m X/>X'' = «mXpX r 
= amXpr = ampy^r, che cioè si ha sem- 
pre il prodotto medesimo o si moltiplichi 
il primo pel secondo e il prodotto che ne 
nasce pel terzo, e il prodotto che ne risulta 
pel quarto ec., ovvero si moltiplichi il 
prodotto dei due primi pel terzo, e ciò 
che ne risulta pel quarto, o il prodotto dei 
due primi fattori pel prodotto dei due ul- 
timi ec. 


Dei segni da cui sono precedali i termini algebrici . 


32. Niuna quantità può esistere in un 
calcolo se non perchè vi sia postalo vi 
sia tolta . Perciò nei casi particolari ogni 
termine è dnopo sia preceduto dal segno -+- 
o dal segno — . Per indicare poi che una 
quantità deve togliersi , è indispensabile 
farla sempre precedere dal segno — . Non 
cosi è necessario farla sempre precedere 
dal •+■ per Indicare che la quantità deb- 
be porsi nel calcolo . Tutte le volte che 
il monomio non sia preceduto da lettere 
appartenenti ad altro monomio ( nel qual 
caso per conoscere che vi è separato è 
indispensabile un qualche segno ) ossia 
tutte le volte che un monomio o è isolato 
o trattisi del primo termine di un polino- 
mio , può tralasciarsi il segno -4- , poiché 
si è convenuto, che quando in un termi- 
ne isolato o ne) primo termine di un po- 
linomio manca il seguo , è il solo -+• che 


debbe sottintendersi . La qual convenzione 
è giustissima poiché se dal vedere in un 
calcolo scritto il -+-c, rileviamo che vi è 
posta la quantità c, siamo necessitati a ri- 
levare la medesima cosa al vedervi posto 
e senza essere preceduto da segno alcuno. 
Ed in vero non possiamo avere l’ idea di 
una cosa qualunque espressa da c senza 
che al tempo stesso si offra al pensiero 
l’idea della sua esistenza, e se niun se- 
gno abbiamo che ci significhi che la sua 
esistenza la sua posizione debbo esser (ol- 
la , I’ idea che risveglia c è inseparabile 
dall’ idea che essa esiste, che essa è po- 
sta nel calcolo ; e ben filosofica è perciò la 
convenzione che e , e -t-c equivalgano . 
Come poi il segno -l- che sempre indica 
il porre , c il — che sempre indica il sot- 
trarre possano avere un valore algebrico e 
un valore reale , già lo vedemmo (§. 23 ) . 
) 


Dei Cotjficicnli . 


33 Se ad a si volesse aggiungere c , 
non possiamo altrimenti indicare questa 
addizione che scrivendo cH-e: ma se la 
quantità che volesse aggiungersi ad a fos- 
* se un altro a, è ben chiaro che in vece 
di scrivere a+a , possiamo scrivere 2a . 
Così 1’ addizione di a-t-a-b-a può essere 
espressa da 3a ec. Egualmente per indi- 
care la somma di due quantità negative 
eguali , in vece dell’ espressione — a — a, usar 
possiamo l’altra — 2a; èd ecco come na- 
scono le quantità algebriche affette dai nu- 
meri i quali perchè insieme con le lettere 
eoefficinnl i termini algebrici , sono stali 
chiamati coefficieii ti . Perciò 

Coefficienti sono quelle cifre ( e 
talvolta nelle formale le più generali quelle 
lettere che stanno in vece delle cifre ) le qua- 


li poste alla sinistra della quantità lette- 
rale ci mostrano quante volte essa sia ri- 
petuta . 

Hi. Da questa definizione risulta che il 
coefficiente non è altro che il moltiplica- 
tore della quantità innanzi a cui è posto. 
Così 5'a equivale a S^a; c stabilir pos- 
siamo , che ogni quantità algebrica è di 
coefficiente fornita anche quando ne è ap- 
parentemente sprovvista , giacché in tal 
caso il coefficiente è I’ unità, essendo- ben 
chiaro che la = a , perchè a presa una 
sola volta, ossia moltiplicata per 1 non ò 
che a. E qui si noli che anche quando 'ab- 
biamo convertita la espressione o-t-a-HH-a 
in ia, questo risultato in é un' indicazio- 
ne di operazione più compendiosa che non 
è a-t-a-HH-a, poiché esprime una molti- 
plicazione, mentre la prima esprime una 
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addizione; ma è sempre un’ indicazione di fattori possono essere affetti da coefficiente, 
operazione, che non può eseguirsi, se non Ben chiaro è infatti che invece dell’cspres- 
quando si dia ad a un particolare valore, siane cmp-\-cmp-\-cmp può scriversi più 
35, Si noti pure che non solo le sem- brevemente 3 emp e elio in vece di — ag 
plici lettere, uia anche i prodotti di più — ag può scriversi — 2 uij . 

Degli Esponenti . 


36. Quando ima - quantità m debbe mol- 
l plicarsi per altra p , c poi il loro pro- 
dotto per q, e quello clic ne risulta per r, 
questa moltiplicazione non può essere più 
laconicamente indicala che scrivendo apqr. 
Può però darsi il caso che una quantità 
abbia più volte a moltiplicarsi per sè me- 
desima , come se si avesse mm, aaa, ccec, 
gggg... colla quale ultima espressione clic 
termina con dei punti intendiamo di espri- 
mere il prodotto che nasce dal moltiplicare 
g per sè medesimo , scrivendolo come fat- 
tore non due, non tre volte, ma un nu- 
mero di volte indeterminato , il quale nu- 
mero indeterminato di volte esprimiamo 
con u volte. In tali circostanze si è con- 
venuto di accorciare le espressioni , evi- 
tando le ripetizioni collo scrivere il fattore 
una volta sola e mettere alla sua destra 
una piccola cifra ( ovvero una lettera ) 
un poco elevata , la quale dicesi esponente 
perchè diretto appunto ad esporre il nu- 
mero delle volte che dovrebbe essere il 
fattore scritto di seguito per moltiplicarsi 
per sè medesimo. Cosi i citati prodotti si 
indicano per m*, a 3 , e*, g n . Quindi è che 

Esponenti tono quelle cifre o 
quelle lettere che poste in allo a destra di 
una espressione letterale, ci indicano il nu- 
mero determinato ( o indeterminalo ) di volle 
che la quantità letterale dovrebbe essere scritta 
come fattore, per moltiplicarsi cioè per sè 
medesima . 

37. l*Otenze sono i prodotti che 
risultano dalla moltiplicazione di una quan- 
tità per sè stessa . 

■Sadici sono le quantità cui vengono 
applicali gli esponenti . 

G si le potenze che le radici si dicono 
del grado espresso dal numero delle volte 
che la radice detta anche quantità genera- 
trice è duopo sia ripetuta come fattore per 
effettuare la data potenza , c perciò il grado 
c determinato dall’ esponente. Si dirà perciò 
potenza seconda , terza , quarta , ennesima , 
se 1' esponente sarà il 2, o il 3, o il 4, 
o n. Quindi m a , a 3 , e*, g '* si pronunzia- 


no tt m innalzalo alla sfronda potenza, o più 
semplicemente m alla seconda , o anche m 
ad due » ; e cosi « a elevata alla terza po- 
tenza, ovvero a alla terza , ovvero a ad 
tre » tt c alla quarta, ovvero c ad quattro» 
« g alla ennesimo, ovvero g ad n » e poi- 
ché due fattori si esigono per fare la pri- 
ma moltiplicazione d’ una quantità per sè 
slessa , è chiaro che il numero de’ fattori 
è d’ una unità maggiore del numero delle 
moltiplicazioni, e quindi per ottenere una 
potenza d’ una dala quantità convien mol- 
tiplicare la quantità per sè stessa una volla 
di meno delle unità, che sono nell’espo- 
nente della voluta potenza , lo che espri- 
miamo dicendo, che per ottenere c" ossia 
la potenza ennesima di c , convien molti- 
plicare c per sè stessa un numero » — 1 
di volle. La seconda potenza dicesi anche 
quadralo, e la terza cubo della quantità 
generatrice, e vedremo in Geometria da 
che abbia avuto origine 1’ introduzione di 
questi nomi. 

38. Se una quantità avesse per espo- 
nente 1’ unità , ciò significherebbe che va 
scritta una volta sola come fattore . Dun- 
que a* — a; e come a 3 è la terza potenza 
di a, come a 3 è la seconda potenza di a , 
cosi per analogìa si è anche dello, che a 1 
è la prima potenza di a , quantunque a 
rigore essendo destinato il vocabolo potenza 
ad esprimere i diversi prodotti d’una quan- 
tità che si moltiplica successivamente per 
sè medesima , non può esservi potenza 
propriamente della ove non ha luogo mol- 
tiplicazione . 

39. Non solo le semplici lettere , ma 
anche i prodotti di più fattori possono es- 
sere affetti da esponenti . Infatti inten- 
de ognuno, che invece dell’espressione 
a 3 cm 3 p^a 3 cm 3 si può più brevemente scri- 
vere (a 3 cm 3 ) 3 ; che si può scrivere (2 a 3 g 3 ) 3 
in vece di ìu 3 g 3 p^ìa 3 g 3 ^ìa 3 g 3 ; e (3c*)'* 
invece di 3c t X3c*X3c , X .... in vece 
cioè di 3c* scritto n volte come fattore. 

40. L‘ esponente non va poi confuso col 
coefficiente, ben diverse essendo le loro at- 
tribuzioni. Questo denota quante volte una 


Digitized by Google 



20 

quantità va scritti* in addizione a sè stes- 
sa: quello indica quante volte una quan- 
tità va scritta come fattore , ossia quante 
volte va scritta in moltiplicazione per sè 
stessa. Cosi 5 a = a+a -t-o-t-e+o; ed 


a* = a . a . a . a . a; ond’ è che se a fosse 
100, Ha sarebbe 5><100 = 300, ed a* sa- 
rebbe 100 x 100 x 100 X 100 X 1^^1 ossia 
10 . 000 , 000 . 000 . 


Dei rapporti che hanno tra loro i termini algebrici . 


41. L’ analisi ora compiuta dei termini 
algebrici ci ha recato a distinguere in essi 
le lettere e i segni, i coefficienti e gli espo- 
nenti da cui sono esse all'elle , cosicché 
conchiuderc possiamo che ogni termine al- 
gebrico è fornito del suo segno , del suo 
coefficiente, ed esponente: ma il segno si 
tralascia per convenzione nelle quantità 
positive, quando esse sono isolate , o sono 
il primo termine di qualche algebrica c- 
spressione : il coefficiente , e 1’ esponente 
poi, quando essi sono 1’ unità. Cosi se ap- 
parentemente a è una lettera senza segno, 
coefficiente , ed esponente ; in realtà essa 
è fornita di tutti e tre, poiché n = -t-1a‘. 

A tenore poi di alcuni rapporti che gli 
elementi di un termine hanno con quelli 
di un altro prendono diverse denominazioni. 

Termini omogenei ed eterogenei 

42. Monomi! o termini 
Omogenei diconsi quelli che risulta- 
no dello stesso numero di fattori, sieno pure 
qualunque e le lettere e gli esponenti e i 
coefficienti ed i seyni . 

Monomi! o termini ete- 
rogenei si chiamano quelli che risul- 
tano di un disuguale numero di fattori . 

Sono omogenei acf, mpq, a 2 c, m 3 . Sono 
eterogenei ac, ac 3 , m*. 

Termini simili e dissimili; e Riduzione 

43. Alonomii o termini 
simili sono que’ monomi omogenei , che 
hanno le stesse lettere e gli stessi esponenti 
nelle stesse lettere , sien pure qualunque f 
coefficienti , e i segni . 

Alonomii o termini dis- 
amila li sono quelli che o non han- 
no le stesse lettere o se le hanno, le hanno 
affette da diverso esponente . 

Sono simili -f-Ca 2 c e — 4a a c : sono dis- 
simili 4-ia a c c 4-4 «e . 

44. Su i termini simili ha luogo la in- 
teressantissima riduzione ■ 


\ Riduzione è quella operazione 
per la quale due o più termini simili si 
raccolgono in uno solo . 

Tre sono i casi che essa contempla , 
poiché i termini simili clic trovatisi in un 
calcolo 1® o sono tutti positivi , come 
2a a 4-6a a 4-fl 3 , e possono ridursi in un ter- 
mine solo 9a a , facendo precedere la quan- 
tità letterale a 3 dalla somma de’ coefficienti:' 
2° o sono lutti negativi, come — Hcf — 2 cf; 
e si riducono in egual modo nel solo ter- 
mine — licf, avvertendo di far precedere 
dal segno — il termine ridotto: 3° o so- 
no parte positivi, e parte negativi, e in 
allora si riducono facendo la somma delle 
quantità simili precedute dal -I-, poi quella 
delle simili precedute dal — ; poi toglien- 
do la più piccola di queste somme dalla 
più grande , dando al resto il segno della 
maggiore . Cosi 3em 3 — 2ctr. s — 4nn 3 -)-cm* 
= lem 3 — 6cm 3 = — 2 cm 3 . Quando poi la 
somma de’ termini negativi , e politivi è 
uguale , il risultato è zero . 

Termini eguali e disuguali • 

43. Monomi! o termini 

Umilili i diconsi quei termini simili che 
hanno uguale anche il coefficiente, qualunque 
sia il loro segno . 

llonomii o termini di- 
suguali diconsi quelli che quantunque 
uguali in tutto il rimanente , hanno disu- 
guale il coefficiente . 

Sono uguali 4-3 a 3 p e — 3« a /i : sono di- 
suguali 4-4a a p e 4-3a a p . 

Monomi! identici e non identici 

46. Slonomii o termini 
identici sono que’ termini uguali che 
hanno lo stesso segno . 

Monomi! o termini non 

identici sono quelli che quantunque 
uguali in tutto il resto, non lo sono nel segno. 

Sono perciò identici 4-3acp e 4-3/>ac 
perchè non v' è in essi altra differenza 
che nella disposizione dei fattori la quale 
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non altera l' identità perchè non altera in no eguali , ma non identici perchè hanno 
verun conto il prodotto. D'altronde so- segno diverso -H‘«cp c — 3 acp. 


Epilogo 

Del Cupo II e III. Delle nozioni elementari deW Algebra . 

CAPO II. Addizione, Sottrazione, Moltiplicazione e Divisione algebrica. 


Addizione algebrica. La so?tilu*ione ilelle let- 
tere alle cifre ha reso inseparabili dulie ledere i se- 
gni -+- e — , donde la necessitò d* indicare Sodi»- 
zioni nelle stesse addizioni. L'unione indispensa- 
bile del segoo alla lederà ha futlo dure al loro in- 
sieme il nome di termine o di monomio ; e di più 
tnuiiomii risultano i polinomii . Il chiamare col sem- 
plice nome di quantità e lettera e segno fu causa 
che si ritenesse ancora per una semplice quantità 
tanto la quantità espressa dalla lettera che l' opera- 
zione indicata dui segno , e questo errore fece sì 
che si chiamassero quantità (Risiti va la posizione , 
quantità negativa la sottrazione «Ielle quantità , e 
addizione algebrica 1’ avvicinamento delle une e del- 
le altre nel calcolo ( §. <2 ai <9 ). 

CAPO III. Dei quattro elementi dei 

Un monomio è costituito da una o più ledere; 
e quando sono più, indicano che le quantità da 
esse espresse sono moltiplicate le uno per le altre , 
e comunque disposte danno sempre lo stesso pro- 
dotto : ha inoltre un coejficienle che indica «piante 
volle la quantità letterale e ri] ni ut a , e un esponen- 
te «he indica quante volle la lederà che ne è af- 
ielta s’ intende set illa come fattore, i termini al- 


Sottrazione algebrica . La permanenza «lei se- 
gni e — nei successivi procedimenti «lei calco- 
lo fu pur causa dm nelle stesse sottrazioni uopo 
fosse di indicare addizioni, lo che accade quando 
ciò clic si toglie è sottrazione di quantità , giacché 
togline sottrazioni è un aggiungere . IC il loglimtulo 
sì «Ielle quantità che delle sottrazioni «li quantità si 
disse sottrazione algrbri'a . K dall* addizione e sot- 
trazione algebrica eb!>e origine il duplice significalo 
algebrico e reale dei segni -j- e — j§. 20 al 23 ) . 

Nella moltiplicazione algebrica si pongono u si 
tolgono un dato niimrro di volle le quantità o le 
Sottrazioni di quantità ; e nella divisione algebrica 
si trova il fattore incognito, dato il prodotto e 1’ al- 
tro fattore ( §. 24 al 2S ) . 

TERMINI ALGEBRICI E DEI LORO RAPPORTI . 

gebrici |>oì tra loro paragonati prendono particola- 
ri denominazioni . Debbono avere eguale il nume- 
ro dei fattori , per essere omogenei , altrimenti sono 
eterogenei : «li più le ledere con i respintivi espo- 
nenti per esser simili ( altrimenti sono dissitnili ) : 
di più il coefficiente per esser agitali ( altrimenti 
sono disuguali ) : di più il segno per essere iden- 
tici ( § 29 al 46 ) . 


SEZIONE II. 

Melodi di ridurre alla più breve possibile espressione le indicazioni delle operazioni 
sulle quantità intere espresse in lettere. 


47. I segni, i coefficienti c gli esponenti 
da cui sono affette le lettere nei termini 
Algebrici esigono un trattamento particolare 
nel calcolo che per loro mezzo addiviene 
brevissimo, e nelle pure regole relative al 
più possibile compendio delle algebriche 
espressioni consistono i metodi delle prime 
quattro algebriche operazioni . Esse infatti 
altro non fanno clic trasformare le primi- 
tive indicazioni di operazioni in altre in- 


dicazioni o più semplici o più adatte a 
manifestare le condizioni aritmetiche cui 
nei casi particolari si dee soddisfare, giac- 
ché in Algebra ( a riserva di que’ pochi 
casi di sottrazioni e divisioni , nei quali 
si ha in fine del calcolo una lettera sola ) 
gli ultimi risultati in lettere, che si otten- 
gono in seguilo anche dei più complicati 
processi , nuli’ altro sono che indicazioni 
di operazioni . 
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ADDIZIONE 

48. Le quantità date a sommarsi essere 
possono o monomie o polinomie , ma co- 
munque esse sicno, dall’ esposto (§.§.18) 
risulta non potersi altro in essi termini 
eseguire che disporli in serie gli uni dopo 
gli altri. Cosi avendo a sommarsi i polinomii 
-t-(5a 3 — 3c/ + c 3 / 1 ) -+- (— 2/-_3a)+(— c 3 ) 
avremo per risultalo algebrico 

5a 3 — Scf+ctf 2 — ìf — 3a — e* 

49. La nuda addizione algebrica non 
esige per sè stessa altre avvertenze. Spes- 
so però accade che alcune fra le quantità 
a sommarsi sieno simili ; ed allora queste 
c d’ uopo riunire in un termine solo per 
mezzo della Rioczioxe . Questa operazione 
però non va coll' addizione algebrica in 
conto alcuno confusa , siccome piuce a ta- 
luni , e perchè si danno addizioni algebri- 
che senza riduzione, come nell’ora espo- 
sto esempio, e perchè dessa non è che la 
più concisa indicazione di più moltiplica- 
zioni riunite in una, in grazia dell’ addi- 
zione o sottrazione dei coellicienli . 

ESERCIZIO 

I. (3c 3 />-4-2cp — mH-(2m — 3cp-|-2c)— J— (3c»/z-i-c/>) = Gc 3 p-|-m-4-2c == 127, quando 

sia c = 2, sia m = 3, sia p = 5 

II. (3a*m+4m* — am 3 ;-H6'n J -t-8y)-4-( — 2 am 3 — 4y) -+- ( — 9m* — 4 q) = 3a*m 

+m‘ — Sara 3 — — 171, quando sia a = 5, hi — 3,j = 2. 

III. (3prM-4p>r*j — 2pr , -+-r J sH-(3pV 3 s — 2r 3 sH-( — r’s — 6/> a / 3 s— f-pr') 

-H — 2pr'-t-2pr a ) == 2pr*+p l rh — 2r*z = 4128 quando sia p = 5, 
r = 4,« = 1. 

— o>»|;$r na — . 


Per eseguire poi con più speditezza la 
riduzione , I. giova disporre i polinomii a 
sommarsi in guisa, che le quantità simili 
sieno le unc sotto le altre In colonna: II. nello 
scrivere le lettere di un termine qualunque 
(e non solo nell' adddizione , ma in tutte 
altre operazioni ) giova conservare il loro 
ordine alfabetico per facilitare la ricogni- 
zione dei termini simili: 111. giova ( uni- 
camente però per uniformarci all’ anda- 
mento della nostra scrittura ) cominciare 
la riduzione a sinistra progredendo verso 
destra . Ed eccone un esempio . Sicno a 
sommarsi i polinomii -h(3a*n»-l-4m* — am 3 ), 
-f-( — 2am 3 — 4x), -|-( — 9m* 

-4x). 

Disponendoli e riduccndoli avremo 

3a*/n-t-4m 3 — am 3 

-|-6m a -f-8x 

— 2am 3 — 4x 
— 9m 3 — ix 

Somma 3a 3 w-+- m 3 — 3am 3 . 


50. Nella sottrazione può darsi che il mi- 
nuendo sia o positivo o negativo : e nell’uno 
c nell’ altro caso può darsi che il termine 
sottraendo o i termini del sottraendo sia o 
.sieno forniti o del segno -4- o del segno — . 
E , considerando che ciò che si osserva per 
un binomio può estendersi ad un trinomio 
ec., qui sotto esponiamo tutti i cinque casi 
possibili di sottrazioni tanto allorché il mi- 
nuendo è positivo , quanto allorché il mi- 
jiucndo è negativo . 


(«) Quello caso in cui il risultato della sotlra/io- 
■oc algebrica c un addizione, mostra ad evidenza 


Quando il minuendo è positivo, abbiamo 

I. c-(-hp) = c—p 

li. c — (— p) = c+p (Nota a) 

HI. c — — c—a—p 

IV. c — ( — a — p) = e-+-a-+-p 

V. e— (4-a— p) — c— a-+p 

E 1’ equivalenza notala in ciascuna di 
queste cinque espressioni, dopo l’ idea che 


quanto erroneamente siasi deiinila la sottrazione ab 
gelirica amile da quelli i quali accortisi ebe non 
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abbiamo esposta della sottrazione algebrica 
è evidente per sè . 

Quando il minuendo è negativo , ecco i 
cinque casi che parimenti hanno luogo; e 
sotto il I. e sotto il II. poniamo i rispet- 
tivi significati , che bastano a rendere age- 
volissima 1’ intelligenza del significato del 
HI., del IV. e del V. 

I. — c— H-p) = — c — p — — (cH-p! 

Non ho minunulo; anzi ileblv» toglier»* c ; etl 
ora [xrr di più si vuole che si tolga p . Ciò equi- 
vale a dire che si debile togliere c-f-/?. 

II. — e — ( — s) =3 — c+n 

Non bo minuendo : anzi »ni occorre di togliere c. 
Ma poiché quando avrò tolto c, avrò tulle n unità 
di piò di quelle ibe duvea : deli!» perciò restituire 
le n unità che Lo tolte di piò ; ed avrò — c-j-n , 
die proseguirà ad essere I’ indicazione di una sot- 
trazione di quantità se c a : sarà viceversa l’in- 
dicazione d’ una quantità se c</i 

HI. — e— H-o-f-p) = — c — a — p 

IV. — c — ( — a — p) = — c+a-f-p 

V. — e— (-+-a— p) = —c—a+p 


2.3 

81. Se nella soUrazione poi, può aver 
luogo la riduzione, e specialmente quando, 
essendo polinomi tanto il minuendo che il 
sottraendo, sieno molti i termini simili, 
giova collocare sotto il minuendo scritto con 
i propri segni , lutti i termini del sottraen- 
do con i segni opposti , ed in modo che 
1' nno sotto I’ altro si trovino soltanto i 
termini simili; e quindi tirata una linea 
orizzontale dopo il sottraendo , scrivere 
sotto di essa il residuo ridotto a tenore 
delle regole stabilite . 

Cosi avendosi (2cm 3 — 3c 3 -1-a 3 — a*) 
— (a 3 — 2a 3 -Km*-t-3.c) ecco qui sotto il 
processo ed il risultato 

Minuendo 2cm 3 — 3e 1 +o*— a 3 

Sottraendo — em 3 — «M-2« 3 — 3x 

Residuo cm a — 3c 3 -+- a 3 — 3x 

E sommando giusta le regolo dell' addi- 
zione il sottraendo col residuo ottenuto , 
torniamo ad avere il proposto minuendo . 


ESERCIZIO 


I. (2cm 3 — 3c*-+-o 3 — a 3 ) — ( a 3 — 2« a — t— cm 3 H— 3r) = em 3 

— 3cM-a 3 — 3r = 19, quando sia c — 2, m = 3, a = 5, r — i. 

II. (4a 3 r — 3c) — (3a 3 r-f-3c — 2r 3 ) = n 3 r — 6c+2r 3 = 15, quando 

sia a — 8 , c = 2, r = 1 . 

III. (3m 3 pq-2m 3 / 3 ) — ;2m-t-imr 3 — 2m 3 p) = 5m 3 /H-2m 3 e 3 — 2m — Imr 3 
= — 779, quando sia m = 1, p = 3. r == 6. 



MOLTIPLICAZIONE 


52. Quattro distinti casi ci offre la mol- 
tiplicazione algebrica . 

I. Caso Monomio per monomio 

li. Caso Polinomio per monomio 

III. Caso Monomio per polinomio 

IV. C aso Polinomio per polinomio 

Egli è poi a notarsi che quando nno o 
entrambi i fattori sono polinomi, la molti- 
plicazione si accenna ponendo l' un dopo 


1’ altro chiusi tra parentesi i fattori poli- 
nomii , o conducendo sovra ciascun d’ essi 
una linea dopo averli separati con uno dei 
due segni addottati per la moltiplicazione . 
I polinomi a moltiplicarsi essere possono 
ancor più di due . L' espressione per es. 
(3o— c) (2a 3 — n) (3ae+A)... indica, che il 
1° binomio deo moltiplicarsi pel 2°, che 
il prodotto che da essi nasce deve molti- 
plicarsi pel 3° ec. 


può Jirsi essere essa quell' operazione per Iti qua- 
le zi ottiene un residuo , hanno creduto poterla 
definire per quella operazione , mediante la quale 
si trova la differenza fra due termini algebrici ; 
poiché c-t-p , risultalo d* una sottrazione algebrica 
a ben ihlare note apparisce essere una somma, nè 
malgrado le più astruse sofisticherie ebe protessero 


addursi in campo, potrà mai questo risultalo e-f-/s 
comunque si riguardi , essere preso per una diffe- 
renza o per un residuo . Qual dunque degli in- 
segnamenti sarà più sofistico e meno inteso dagli 
allievi, quello che ad essi dichiara essere c-f-p una 
somma , ovvero I’ altro che si ingegnasse a convia* 
certi che è un residuo o una dilTercoza ì ! 
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53. E poiché quando un fatlorc è poli- 
nomio, ogni suo termine è parie integrante 
di esso , ne segue che non può esserne 
trascurato veruno , e che perciò debbe il 
prodotto risultare della moltiplicazione di 
ciascun termine del moltiplicando per cia- 
scun termine del moltiplicatore . E per ese- 
guire ordinatamente questa moltiplicazione, 
quando trattisi di fattori entrambi polino- 
mi!, giova moltiplicare successivamente cia- 
scun termine del moltiplicando pel primo 
termino del moltiplicatore : tornare in- 

di da capo a moltiplicare ciascun termine 
del moltiplicando pel 2° termine del mol- 
tiplicatore , c quindi la stessa operazione 
ripetere per quanti sono i suoi termini; onde 
che per ciascun di essi si ottiene un di- 
stinto prudono parziale . Ed ecco per tulli 
i i casi di moltiplicazione un esempio. 

I. Moltiplicando... a 
Moltiplicatore... c 

Prodotto ac 

li. Moltiplicando... a+c+d 
Moltiplicatore... ni 

Prodotto am-t-em+dai 

III. Moltiplicando... a 
Moltiplicatore... m-\-p-\-q 

Prodotto am-t-tfp-baq 

IV. Moltiplicando... a+c-\-d-y-g... 
Moltiplicatore... m-t-pq-j 

Prodotto amA-cm-\-dm+gm.„. 

ap-i-cp +dp-\-gp... 
aq+cq-b-dq-i-gq... 

E da ciò apparisce che in tulli i casi 
nei quali o uno o ambi i fattori sono po- 


pi) Da ciò deriva rlie se fosse opportuno talvol- 
ta cambiare il segno ( porre cioè il segno contrario 
a ijiirllo di cui sono fumiti | ad entrambi i fattori 
di un prodotto monomio, ciò non I* altera nffallu 
perché ciò facendo , se trattasi di +X — i ottenia- 
mo — X-t- c viceversa; e il produllo , si dell' 
ima che dell’ altra espressione è sempre — : se trat- 
tasi di -i-X-r-, otteniamo — X — i e 'I prodotto 
sì dell' una che dell’ altra espressione è sempre -t-. 

Dall* -esposto poi segue clic non si attera affatto 
anche il prodotto di due polinomi se venga cam- 
biato il segno a tulli e singoli i loro termini . Ed 
in rero jier questo cambiamento ogni parsisi pro- 
dotto monomio rimane il medesimo ili prima , e 
perciò il medesimo anche il Iota! prodotto - he risul- 
ta dall’ insieme ili essi. Cosi (6 — (9 — 5 — t ) 
( — 6-t-l— 3) ( — 9-t-5-HJ . Ed io rcro il pri- 


linoiuii non si fa che ripetere la moltipli- 
cazione di monomio per monomio. Egli è 
perciò che Io regole le quali si applicano 
a questo primo caso di moltiplicazione val- 
gono per tulli gli altri Ire . Queste pren- 
dono di mira ciascuno dei quattro clementi 
di cui risulluno i monomi!; ed eccole 

Si. Reniti. v per i .sbovi . Dall’ esposto 
al (jj. 23) risulta che I. il prodotto ha 
sempre il segno -+- quando i suoi fattori 
hanno segni uguali, quando hanno en- 
trambi cioè il medesimo segno , sia pure 
il — f- o il — : e li. il prodotto Ita sempre 
il segno — quando i suoi fattori hanno 
segni contrari («) . 

55. Regola per le lettere . Quando i 
monomi a moltiplicarsi risultano di più 
lettere diverse , si scrivono 1' una presso 
1' altra senza frapporvi alcun segno . Cosi 
non solo in vece di a><c, scrivesi ac: ma 
ancora io vece di ncX/i scrivesi acf ; in 
vece di acf <jm , scrivesi aefijm ; cc. 

56. Regola per i coefficienti . Quando 
i monomi sono cocllicieuli diversi dall' u- 
nità , può darsi che il coefficiente esista 
1° nel solo moltiplicando : 2° nel solo 
molliplicaloro: 5“ in entrambi. Ora 

I. icyCf = (e-t -c+c)f — cf-\-c[-\rcf 
(§. 33) = 3 cf {$. ii) . 

II. c<3/- = +-/) ss cf+cf+cf 

= 3 cf. 

III. 3c><2/ = (e-HH-e) {[+[) = cf 
-i-cf+rf i-cf-t-cf+cf = 6 cf . Dunque da 
tuli esempi rilevasi, che il prodotto di ratt- 
nomii forniti di coefficienti si ottiene colla 
reale esecuzione della moltiplicazione dei 
coefpcienli tra loro, e col far seguire que- 
sto prodotto dal prodotto letterale , che è 
sempre una semplice indicazione (è) . 


mo membro è 5X-3 — 15; e il secondo è — 5X 
—3 = 15. 

(5) Atl un tale risultato giungiamo pure imme- 
diatamente, se nielliamo che i eoe ffii lenii non su- 
no che moltiplicatori o fatturi (§. 3-1) ; applicando 
ad essi le regole, che pei fattori letterali sono sta- 
te stabilite, intendendoli riuè stioll iplirali I’ uno 
per I’ altro collo scriverli di seguilo. In fatti 
3urX ii/òt =3 u5/ì« ; e poiché l’ inveì ter I’ ordine 
dei fatturi non altera il prodotto, avviciniamo i 
fattori numerici, dei quali si può eseguire la mol- 
tiplicazione; ed avremo in vece 5.5ajm\ e finalmente 
1 5 or/ ni eseguendo realmente la indicala moltiplicazio- 
ne de’ Induri numerici. Lo stesso praticando anche 
allorquando fossero molti i monomi a moltiplicarsi I’ 
uno per l'altro, otteniamo ii medesimo intento. Così 

3"X le/X^ui — ia hj'lm = òA.lacfni 1 arfm . 


Digitized by Google 



37. Rbgoli per gli esponenti . Quando 
nei diversi fattori inonomiiche si hanno a 
moltiplicare tra loro, s’incontra una stessa 
lettera, la loro molli [dica none si indirà più 
brevemente . In fatti c 3 X fS = «Xccc 
= «ree (§. 530) = c 3r3 = c s . Cosi 
«cni 3 Xc 2m3 = ac'nih^m 2 — ac , c'*m 3 ui ì 
— flrccmmmmm — ac , ” a m 31 ' 3 = ac 3 m 3 . Così 
fl<7*Xc$X«y = ag 3 cga 3 y 3 = a'u J cj J i/V 
— — a 3 cij s . Si segna dunque ima sola volta 
nel prodotto ciascuna lettera , clic si trovi 
replicala ne' suoi diversi fattori con un 
esponente , che sia la somma degli espo- 
nenti , che appartengono alla stessa lettera 
nc’ fattori in cui trovasi . 
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Nel caso poi, in cui gli esponenti stessi 
sicuo quantità indeterminate espresse da 
lettere, la loro somma non può essere che 
indicala; poiché se o*Xn 3 — a 2+3 , può 
esprimersi per « 5 , avendosi invece a"'X« r > 
il prodotto non può esprimersi , che per 
a"‘~'\ Cosi a"' ~ *X<* = «“-'Xo' == “ m . 
Cosi c"’-“Xc" +1 = e D,+1 . 

38. Mettendo in pratica le regole ora 
stabilite pei i clementi , di cui i monnmii 
risultano, noi otteniamo il prodotto di qua- 
lunque termine per qualunque altro , e 
quindi siamo in grado di eseguire la mol- 
tiplicazione in tutti e 4 i rasi distinti, co- 
me uc’ seguenti esempi additiamo . 


ESERCIZIO 

Monomio per Monomio 


I. 5ac 3 X3c 3 ni == 13ac 5 m = 90, quando sia a = 2, e — 1, m -= 11. 

II. — 2 cJ 3 Xio 3 d 2 — — Sc 3 d* = — 318i, quando sia c = 2, d = 3. 

III. A 2 X — 3A« = — 3/t V? = — 4800 quando sia A = 4, r = 5. 

Polinomio [H'r monomio e viceversa 

I. ( 2rt ? — In * c-4-c 5 )X — 2c = — 4n 2 c-f-8a 3 c=-2c 3 = — 89X-2 = 4-178 
quando sia a 3, c = 1. 

II. 3m"Xl8p — m) = 24 m-p — 3m s = 12x^8 = 436 quando 
sia m = 2, p == 3. 

Polinomio |)er potinomio 

In questo caso se si ottengono nella esecuzione del processo termini sanili , giova 
porre in una prima riga il primo prodotto parziale , in una seconda riga il secondo 
parziale , in una terza il terzo se vi è , ec. c disponendo gli uni sotto gli altri i ter- 
mini simili , e gli uni fuor degli altri i dissimili , aliine di facilitarne le opportune 
riduzioni . Eccone vari esempi . 

1. Esempio senza riduzione (3ac 3 — 2f } g 3 -{-li ) (2A — [) 

Moltiplicando 3«e- — 2f J y 3 +li 

Moltiplicatore , 2A — f. 

1° Prodotto parziale 6 ac-h — lf ! g 3 h-*-2lt ì 

2° Prodotto parziale — 3ae 5 /4-2/' 3 j / 3 — fh 

Prodotto totale . . . liac'h — i f-g 3 lt+2k- — ',ìac J f-t-ìf 3 g t — fli 


II. Esempio con riduzione (2n 3 4-a 2 c4-3ae 5 4-c 3 ) { a — 2e) 

Moltiplicando 2a 3 4-« 2 c-t-3ac 2 -|-c 3 

Moltiplicatore o— 2c 

1* Prodotto parziale 2 a ' -t- a 3 c-(-3 a 2 c 2 4- ac 3 
2* Prodotto parziale — 4 a 3 e , — 2aV- — (ine 3 — 2c* 

Risaltato ridotto . . 2 a* — Ja^+a'c 3 — 5ac 3 — 2c 4 


i 
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III. Esempio con riduzione (imo~\-~np — 2 a-) (imo — “»p+2a ! ) 

Moltiplicando 4 mo+~np — 2a : 

Moltiplicatore Imo — 7np+2a 2 

1® Prodotto parliate 16m-0'M-28mno;>— 8a'-mo 

2° Prodotto parziale . , . — 28mnop — 49fi ? p ? +1 ia-np 

3® Prodotto parziale +8a 2 wo - 4 — 1 4 o- np — 4 a* 

Risultato ridotto . . 16m ! o s — 19n-p-+28a-'np — 4a* 

IV. [Qgp— c) (itfp^-l-ìcgp-t-c-) = 8 y 3 p 3 —c z = 13816, quando 
sia g — 3, p ■= 4, e = 2. 


V. (x-z-\-xz- Ks) («+£+1) = xV-4-x"z--{-3x' ! z+x 3 z-+-x- 
+*£+« = 20, quando sia x = 1, s == 2. 

OSSEE VAZIOISl 


59. Nella moltiplicazione di monomio per 
monomio nulla v’ è a rimarcarsi . 

In quella di polinomio per monomio si 
noti che il prodotto risulta di tanti termini 
quanti ne ha il moltiplicando . 

In quella di monomio per polinomio il 
prodotto ha tanti termini quanti ne ha il 
moltiplicatore. 

Nella moltiplicazione di polinomio per 
polinomio il prodotto totale 1° è composto 
sempre di tanti prodotti parziali quanti so- 
no i termini del moltiplicatore : II® tanti 
sono i termini di ogni prodotto parziale, 
quanti son quelli del moltiplicando : III* 
perciò, se non vi è stata riduzione, il nu- 
mero de’ termini del prodotto totale è lo 
stesso numero dei termini del moltiplicando 
ripetuto tante volte quanti sono i termini 
del moltiplicatore , vieti cioè precisalo dal 
prodotto del numero de’ termini del mol- 
tiplicando pel numero de’ termini del mol- 
tiplicatore , e viceversa ; quindi è sempre 
un multiplo di ciascuno de' suoi fattori : 
IV° nei prodotti por , in cui ha luogo la 
riduzione, se v' è termine, in cui una let- 
tera abbia un esponente maggiore di quello 
che ha negli altri , come nel 2® esempio 
del IV. caso è il primo monomio 2a\ ove 
a ha un esponente maggiore, che ne’ se- 
guenti termini, in lai circostanza siamo cer- 
ti , che questo termine , ove la lettera ha 
I’ esponente massimo è stalo esente da ri- 
duzione , perchè non può risultare che dal 
solo termine del moltiplicando e da quello 
del moltiplicatore , ove la stessa lettera 
abbia il maggiore esponente. 

60. Finalmente se noi osservammo in 
genere (§. 9), che le operazioni algebriche 
lasciando sempre vedere romc i diversi ter- 
mini concorrano alla formazione dei risul- 


tati , per esser le lettere da cui sono c- 
sprcssi non suscettibili di trasformarsi in 
altre come il sono le cifre , spesso cono- 
scer ci fanno delle proprietà generali dei 
numeri indipendenti da qualsiasi sistema 
di numerazione , ora la moltiplicazione ce 
nc dà qualche esempio speciale . In falli 
in grazia di essa troviamo le seguenti verità. 

Teorema {n-4 — c) (a — c) = a a — c a , cioè 
la somma di due numeri moltiplicata per la 
loro differenza dà per prodotto la differenza 
de' quadrati di questi numeri Cosi (2m a +3a) 
(2m* — 3a) = 4m’-9a a ; (10+3) (10—3) 
= 100—9 = 91 . 

Teorema (a+c) (a+e) = a a +2ae+e 2 , 
cioè il quadrato della somma di due numeri 
risulta del quadrato del primo , più il doppio 
del prodotto del 1* nel 2®, più il quadrato 
del 2®. Cosi (3m ? /)+2a) 2 — %m*p--+-l-am 2 p 
-4-Ìd 5 ; (o+i) (5+1)= 25+40+16 . 

Teorema (a 3 +a’-’c+ac 1 +e 3 ) (a — c) = a* 
— c\ cioè la somma de' cubi di due numeri 
e dei quadrati di ciascun di essi moltiplicati 
per P altro numero , se venga moltiplicata 
per la differenza de' due dati numeri dà per 
prodotto la differenza delle quarte potenze 
de’ due numeri stessi . 

E questi teoremi interessanti per sè stessi 
in vari casi servono ancora ad abbreviare 
i calcoli . Così nel 111® esempio (§. 58) si 
vede facilmente che si cerca il prodotto di 
4mo+("np — 2a 5 ) per Imo — (7np — 2a-) os- 
sia si cerca il prodotto della somma di due 
numeri per la loro differenza e perciò si 
avrà subito prendendo la differenza del 
quadralo di imo e di (7np — 2a 2 ) pren- 
dendo cioè (Imo)’- — (7n p — 2a ; ) 2 = 16m-o 2 
— 49« J p‘-+28a 2 nj) — la' , risultato identico 
a quello che colla diretta esecuzione della 
moltiplicazione abbiamo oltenuto. 
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DIVISIONE 


Gl. Occorrono nella divisione gli stessi 
quattro casi che nella moltiplicazione ab- 
biamo distinti (§. 52). E poiché per di lei 
mezzo ricercasi quel fattore incognito detto 
quoto, che moltiplicato p«d divisore dì per 
prodotto il dato dividendo^ è chiaro clic se 
il dividendo non risulta realmente dalla 
moltiplicazione d’ un fattore per un altro, 
la divisione non può effettuarsi, come nel 
caso di (o-4-m);{c — w) nel quale siamo ob- 
bligali a rimanerci alla semplice indicazio- 
ne. A differenza dunque della moltiplica- 
zione che. la è sempre, la divisione è ese- 
guibile allora solo che il divisore è un fat- 
tore algebrico del dividendo , mentre in 
tal caso unicamente per mezzo di opera- 
zioni contrarie a quelle che si fanno nella 
moltiplicazione, decomponendo cioè quello 
che la moltiplicazione Ira composto, faccia- 
mo regresso dal prodotto a quello de' suoi 
fattori, che non si conosce c che è appunto 
il quoto della divisione, come ci mostrano 
i 4 casi seguenti . 

I. Divisione di monomio per monomio . 

G2. Questa divisione può effettuarsi al- 
lora soltanto , che il divisore monomio 
abbia 1° il coefficiente eguale o submulti- 
plo del coefficiente del dividendo: 2* tali 
le sue lettere che ttiuna ve n' abbia che 
non esista nel dividendo : 3® e i loro e- 
sponcnti non maggiori di quelli , che le 
stesse lettere hanno nel dividendo, poiché 
ha d’ uopo di tali condizioni il divisore , 
affinchè possa realmente essere fallore del 
dividendo; e quindi rendere eseguibile la 
divisione (jj. Gl). Per effettuarla poi vi so- 
no 4 regole relative ai quattro elementi , 
di cui ogni monomio risulta. 

63. Regola per i segni . Tal segno aver 
debbe il quoto , che moltiplicato pel divi- 
sore dia il dividendo. Ed ecco ciò che ri- 1 
sulta per tutti e quattro i casi possibili . 

1. Debba dividersi -+■ per -+-. Per le re- 
gole della moltiplicazione si ha che un fat- 


tore -t-, qual’ è il divisore , non può dare 
un prodotto -+- quel' è il dividendo, se non 
è + 1' altro fattore , cioè il quoto . Dun- 
que -+- ; -+- dà -k 

II. Debba dividersi — per Un fat- 
tore -K qual’ è il divisore, non può dare 
un prodotto — , qual’ è il dividendo , se 
non è — 1’ altro fattore , cioè il quolQ . 
Dunque — 1 — t— dà — . 

III. Debba dividersi -+- per — Un fat- 
tore — , qual' è il divisore, non può dare 
un prodotto -+- qual’ è il dividendo , se 
non è — 1' altro fìiltore cioè il quoto. 
Dunque -4- ; — dà — . 

IV. Debba dividersi — per — . Un fat- 
tore — , qual’ è il divisore, non può dure 
un prodotto — qual’ è il dividendo , se 
non è — t— 1’ altro fattore , cioè il quoto . 
Dunque — ; — dà — t— . 

Dunque siccome avviene nella moltipli- 
cazione (§. 2G) , così anche nella divisione 
i segni uguali danno -+- ; e danno — gli 
opposti (a) . 

64. Regola per le lettere non affette 

DA ESPRESSO COEFFICIENTE. Poiché la lUOlti- 

plicazione algebrica si fa colla unione delle 
lettere esprimenti i fattori, è chiaro clic il 
dividendo, per essere il prodotto del divisore 
pel quoto, risultare debbe delle lettere in- 
dicanti il divisore unite a quelle esprimenti 
il quoto ; sicché soppresse nel dividendo le 
lettere appartenenti al divisore , le altre 
sono del quoto . Così dato ac l c soppri- 
mendo nel dividendo ac la lettera c, che 
esprime il divisore , la rimanente a debbe 
essere II quoto; cd infatti moltiplicando il 
divisore, c pel quolo a, si riotlicne il di- 
videndo ac. Cosi in acmpr'.cp, lolle via dal 
dividendo le lettere c, p constilucnti il di- 
visore, resta amr per quoto. Ed infatti mol- 
tiplicando il divisore cp per amr , riotle- 
niamo il dividendo acmpr. Dunque per a- 
tere il quoto si scrivono i soli fattori del 
dividendo non comuni al divisore. Questa è 
la regola generale di cui uon sono ebe un' 


(a) Quindi anche nella divisione si verifica quan- 
to stella moltiplicazione osservammo (Nula al §. 54; 
che cioè il risultalo rimane lo stesso quando cam- 
biasi il segno ad entrambi 1 termini dell' operazio- 
ne. Ed in vero folto questo cambiamento " ' j a- di- 
viene /_ e viceversa ; e il ((noto in entrambi i 
casi è -j- : così pure ~/+ di.icne + /_ e vice- 


versa; e il quoto in entrambi i casi è — . Il me- 
desimo si verifica anche quando il J i v isole è po- 
linomio . Così 


— + 12 / 
/+* 


e cambiando i segui abbiamo 


= —V-, = +3. 
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applicazione le altre pei coefficienti , cd 
esponenti . 

05. Regola per i coefficirnti . Se i mo- 
nomi i a dividersi sono affetti da coefficienti, 
p. cs. 36ae;9a, in tal caso poiché il coef- 
fidente 36 debbo esser prodotto dal il coef- 
ficiente del divisore moltiplicato pel coef- 
ficieute incognito del quoto (§. 56), questo 
si otterrà colla rcal divisione di 36 pei fi; 
e perciò sarà 4, poiché 36 = i><9. Es- 
sendo infatti 36ac;9a Io stesso che 4.9ae; 9n, 
tralasciando nel dividendo a tcnor della rin- 
goia (§. 64) tutti i fattori sì numerici che 
algebrici comuni al divisore , risulta per 
quoto ic. Si pone dunque per coefficiente del 
quoto il numero che risulta dal dividere il 
Coefficiente del dividendo per quello del divi- 
sore. A tcnor di questa regola , se si ha 
4uc;4a, sendo 4;i =1, il quoto sarà le; 
ed io tal caso si può tralasciare nel quoto 
il coefficiente l,cbe abbiamo ottenuto, im- 
perciocché le = c. Ma se si avesse 4nc;4«c, 
il numero 1 , che in questo esempio otte- 
niamo per coefficiente del quoto non può 
trascurarsi ; poiché se è indilTercnlc scri- 
vere o non scrivere l’unità innanzi ad una 
lettera, perchè s’intende che è posta una 
volta, quando trovasi scritta sebbene non 
abbia la cifra 1 alla sua sinistra, non così 
è indifferente scrivere o non scrivere la 
cifra 1, quando non è seguila da lettera 
alcuna, come nel caso citalo , in cui tolte 
dal dividendo le lettere comuni al diviso- 
re, nulla vi resta, giacché non v’è in Ma- 
tematica la convenzione, che quando nulla 
si vede debba sottintendersi 1' 1 . Così 
quando abbiasi ala, cmplcmp, ec. non sì 
creda , che in forza della regola (5- 55) il 
quoto sia zero , poiché rammentar convie- 
ne , che ogni monomio è affetto da coeffi- 
ciente, e quindi che alo = la; la; c per- 
ciò a tenor della regola de’ coefficienti il 
quoto di lolla è 1, e non 0, risultato , 


che corrisponde alla massima che qualunque 
quantità divisa per sé stessa c uguale ad 1. 

66. Regola per gli esponenti. Nei due 
termini della divisione possono essere delle 
lettere uguali affette da esponenti per es. 
n i la 3 In tal caso poiché a 3 ’,a 3 — auaaa'.aaa 
(§. 57), operando a tenor della regola (§. 64) 
otteniamo per quoto ita = a*. Così m-p*r 3 
; mp-r- — mmpppprrr'.mpprr = mp’r; e 
così a 3 c ; m ; a 3 c : = aaaccm’.aaaee — m 
(§. 64). Cosi pure a*ni"rla i in * =a*m ,i— V. 
Cosi .r m q' , - , t" + ‘lx g; = .T n ’~ t f--s" ; 
Co4 «'"+*<,'• -»ps*i a’"c*-"pi 3 — a ; ed 
in genere conciti udore possiamo , che le 
lettere comuni ai termini della divisione 
si scrivono nel qaolo con un esponente , che 
sia quello clic hanno net dividendo diminuito 
di quello che hanno nel divisore , o non si 
scrivono se V hanno uguale . In tal guisa 
infatti noi aggiungendo all’ esponente di 
ciascuna delle lettere del quoto quell’ espo- 
nente , che la slcssa lettera ha nel divi- 
sore ( Io che appunto facciamo , quando 
moltiplichiamo il divisore pel quoto ) tor- 
niamo a riollenere in ognuna quell’ espo- 
nente stesso che hanno nel dividendo , il 
quale dal divisore moltiplicalo pel quolo 
debhe essere prodotto. 

67. Per eseguire dunque la divisione di 
monomio per monomio conviene ì° apporre 
al quoto il segno -4- o — secondo che i se- 
gni del dividendo e divisore sono uguali o 
contrari : 2° dividere il coefficiente del divi - 
demto per quello del divisore , e scrivere il 
risultato per coefficiente del quolo : 3® scri- 
vere le lettere del dividendo che non sono 
comuni al divisore coll’ esponente che hanno: 
4® non scrivere quelle lettere comuni che 
hanno nel dividendo un esponente uguale a 
quello che hanno nel divisore , e quelle scri- 
vere che V hanno maggiore con V eccesso 
dell' esponente che hanno nel dividendo sull' 
esponente che hanno nel divisore . 


ESERCIZIO 
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Divisione ili polinomio per monomio . 

68. Sia per es. a dividersi af+cf+df 
per f. Per eseguire una tal divisione fa 
d’ uopo che il dividendo sia realmente il 
prodotto del divisore monomio f per un 
altro fattore incognito*#, che è appunto il 
quoto ebe si ricerca: conviene cioè che sia 
/Xx = af-\-cf-+-d[. Ora affinché abbia po- 
tuto il fattore f dare un prodotto di tre termini 
quale è a[-\-c[-+df, fa d’ uopo che I’ al- 
tro fattore 0 ' quoto x per cui si è molti- 
plicato, sia di Irò termini (§. SDII.) risulti 
cioè di tanti termini , quanti son quelli del 
dividendo , c precisamente conviene che 
tutti e singoli i termini del dividendo, sie- 
no il risultato del fattore f moltiplicalo per 
tutti e singoli i rispettivi termini del quoto 
ossia che il divisore f esista come fattore 
in tutti i termini del dividendo . Per tale 
oggetto le 3 condizioni stabilite {§. 62) con- 
viene che si verifichino nel divisore rela- 
tivamente ad jtn solo non già, ma rapporto 
a lutti quanti sono i singoli termini del 
dividendo, ed allora dividendoli realmente 
pel divisore f, risulteranno i rispettivi ter- 
mini del quoto. Questo 2* caso di divi- 
sione non è perciò che una ripetizione del 
1° fatta tante volle, quanti sono i termini 
del dividendo, c la divisione si dispone, 
e si eseguisce a gnisa delle divisioni arit- 
metiche, come qui sotto . 


Dividendo 

af+cf+df 

~ a f 

1* Resto -\-ej-\-df 

—cf 


Divisore 

f 

«-t-c-t-d Quoto 


2» Resto -+df . 

-*r 

0 


* Cominciando a sinistra 1° si divide il 
primo termine af del dividendo pel divisore 
l; e si segna nel posto del quoto il quoto 
parziale a che si ottiene. 2* Questo molti- 
liplicasi pel divisore f, e l' ottenuto prodotto 
af si scrive col segno opposto sotto il ter- 
mine del dividendo su cui si è operalo per 
eseguire la sottrazione. 3® Si fa poi la ri- 
duzione per sopprimere nel dividendo quel 
termine che ha già soddisfatto alla determi- 
nazione del corrispondente quoto parziale , 
e quindi sul primo resto cf-4-df s’ opera in 
egual modo per ottenere il 2® termine del 
quoto, e cosi successivamente , finché si ab- 
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Ha zero per ultimo residuo . Questo resi- 
duo zero infatti ci attcsta che la quantità f 
essendo stala lolla (o-t-c-t-d) Volle dal di- 
videndo, vi è contenuta esattamente , ov- 
vero che ^X;a-t-c + d) dà il dividendo 
af^-cf-t-df , d’ onde la immediata conse- 
guenza che (a— t— c— 1 -d) è il quoto poiché è 
quel fattore che moltiplicalo pel divisore 
dà il dividendo . 

In simil guisa operando , otteniamo 
(4 a s m* — 1 2n 3 m'M-2a"m 3 ) 1 2a'm = 2a 3 m 3 
— 6awi-t-m-' : cosi pure (15 c 2 g 3 —ocg 2 

— \0c-y-)‘ocg‘ = 3 cg — 1— 2c. 

III. Divisione «li monomio jxt polinomio. 

09. Questa divisione non è giammai al- 
gebricamente eseguibile in modo , da far 
risultare un quota esatto espresso da quan- 
tità intere. Non può infatti idearsi quan- 
tità alcuna nè monomia nè polinomi», che 
moltiplicata per un divisor polinomio dar 
possa, un prodotto monomio, come in que- 
sto caso dar dovrebbe il quoziente . Que- 
ste sorte di divisioni come per esempio 
a ; ( 1 — o) non possono perciò che indicarsi; 
e se si lenta clfettuarle , si ottiene al po- 
sto del quoto un seguilo di termini senza 
fine che costituisce il cosi detto sviluppo 
de' quoti in serie infinite convergenti , o di- 
vergenti, la cui disamina non appartiene 
all’ Algebra elementare . 

IV. Divisione di polinomio per jniTnomio 

70. Perchè possa questa divisione ese- 
guirsi, necessita come negli altri casi, che 
il dividendo sia il risultalo d’ una realo 
moltiplicazione del divisore, che in questo 
caso è un polinomio, per un' altra quanti- 
tà monomia o poliuomia che è il quoto che 
si ricerca. E prima di ogni altro fa d" uo- 
po ordinare per una stessa lettera i termini 
sì del dividendo che del divisore polinomio. 

L’Ordinamento dei po- 
linomi! consiste nel prendere di mira 
una qualunque di quelle lettere che esi- 
stono in più termini : sempre però tra le 
altre quella sciegliere è meglio che in essi 
è più volte ripetuta : quindi disporre i ter- 
mini in modo, che prima a sinistra, uno 
dopo 1’ altro ( se ve n’ è più d' uno ) sic- 
no i termini ove la lettera scelta che di- 
cesi la dominante abbia 1’ esponente mas- 
simo, poi un dopo l’altro lutti quelli (se 
ve n’ è più d’ uno ) ove la lettera ha un 
esponente maggiore, che in tutti gli altri 
termini rimasti: e così successivamente, e 
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in line sieno quelli, ove la data lederà non 
esiste . G quando poi vi sono più termini 
nei quali la dominante è alletta da uno 
stesso esponente , questi vanno ordinali ri- 
spetto ad un' altra lettera", ed è bene ebe 
anche per questa seconda dominante sia scelta 
una di quelle lettere che trovasi la piu ri- 
petuta nei termini [a) . 

* 71. Per ben analizzare il processo del- 
la divisione polinomio teniamo dietro ai 
seguenti riflessi . 

Yeggendo che (a-bc) (n-4-p) = aa-t-cn 
-4-njH-cp , noi siamo certi che questo qua- 
drinomio può benissimo riguardarsi per di- 
videndo quando per divisore si prenda un 
qualunque dei due fattori binomi che lo 
formano, per es. a-t-c. Infatti in tal caso 
1’ altro fattore n-hp rappresentar dehbe il 
quoto che ora ci figuriamo di non cono- 
scere , c che perciò ci facciamo a ricer- 
care . Non essendo accaduta riduzione al- 
cuna nell’ indicato dividendo, ogni suo ter- 
mine è il diretto risultalo della moltiplica- 
zione di un qualche termine del divisore 
per un qualche termine del quoto. Il 1° 
termine an è dunque prodotto dal 1° ter- 
mine a del divisore per uno dei termini 
ignoti del quoto, che si rileverà tosto es- 
sere n, dividendo pel termine a del divi- 
sore il primo termine del dividendo. Es- 
sendo n un termine del quoto , nel divi- 
dendo esister deggiono i termini , che na- 
scono dal moltiplicare per n tutti i termi- 
ni del divisore <z—t~c cioè an- t-cn, poiché 
essi formano uno de’ parziali prodotti che 
costituiscono il prodotto totale cioè il divi- 
dendo . Togliendo perciò da esso questi 
due termini, il residuo ap+cp che risulta 
esprimerà 1’ altro parzial prodotto, o 1’ as- 
sieme degli altri prodotti parziali che co- 
stituiscono con quello che si è sottratto il 
total dividendo . Ora il 1° fermine tip di 
questo residuo non può altrimenti esser 
prodotto che dal termiue a del divisore 
moltiplicalo per un altro termine del quoto 
che tosto, per mezzo della divisione di ap 
per a, apparisce esser p. Dunque p è un 
altro termine del quoto ; e perciò nel di- 


pi) Per conoscere P utilità di questo ordinamento 
dei termini del dividendo e del divisore netta ese- 
cuzione della divisione poliuomia, e l’origine in- 
vestigare e te ragioni ilei suoi prueessi, fa d' uopo 
studiare la materia esposta (§. 74 al §. 76). Pre|»- 
manto però a questi paragrafi un asterisco , per 


ridendo debbono esistere i termini costi- 
tuenti il prodotto parziale di tutto il divi- 
sore a-H per p, cioè ap-t-cp. Togliamo 
dunque dal dividendo anche questi; e poi- 
ché dopo tolti, nulla abbiam più di resi- 
duo, couchiudianto che n-t -p è tl-quolo di 
(<z»s -i-cn-f— c/>) X (a 1 +-c) . Tolto infatti dal 
dividendo il prodotto di «4-c per n, indi 
it prodotto di a-t-c per p, ossia tolto dal 
dividendo il prodotto di (a-f-c) per (a-t-p), 
zero è stato il residuo.- Dunque il divi- 
dendo è uguale al prodotto di (a-f-c) in 
(n-t-y); dunque (<H-/>) è quel fattore ebe 
moltiplicato pel divisore a-t-c dà un pro- 
dotto uguale al dividendo : dunque desso 
è il quoto cercalo . 

* 12. Quando i dividendi sono , come 
nel citato esempio, dei prodotti , nei quali 
non ha avuto luogo la riduzione , la divi- 
sione sempre riesce bene, qualunque sia 1’ 
ordine de termini del dividendo e del divisore. 
Non così quando alcuni termini del dividendo 
sono stati il risultato d'una riduzione. Infatti 
se si avesse (n a -t-2ac-t-c a );(a-+-c), noi |già 
sappiamo {§. 60), che il dato dividendo è 
una quantità prodotta da (a-t-c) (a-t-c), e 
che perciò il quoto della proposta divisione 
è (a-t-c) ; ma se noi nella supposizione 
che il quoto fosse ignoto , tentassimo di 
ottenerlo , tosto ci accorgeremmo che, se i 
termini del dividendo, e divisore sono di- 
sposti come sopra , la divisione riesce a 
meraviglia: non cosi però se i termini fos- 
sero diversamente collocati ; se per es. si 
avesse (2ac-t-n a -t-c a );(a-t-c) . In tal caso 
infatti cominciando a dividere il 1° termi- 
ne 2ac del dividendo pel 1° termine a del 
divisore, otteniamo per primo termine del 
quoto 2c, che sappiamo non appartenergli; 
e ciò nasce perchè il 2ac che troviamo nel 
dividendo non è un termine che sia im- 
mediatamente risultato dalla semplice mol- 
tiplicazione , ma dalla riduzione che poi si 
è fatta . Dunque allora solo certi noi sia- 
mo che si ottengono de’ veri termini al 
quoto, quando si dividono per un qualche 
termine del divisore que’ termini del divi- 
dendo su cui non è caduta riduzione , e 


denotare (siccome faremo in altre simili circostanze) 
ebe si può di questi differire la spiegazione agli 
allievi a più innollrato insegnamento, quando cioè 
abbiano essi preso maggiore famigliarità eoi ragio- 
namenti algebrici, passando subito al dettaglio del 
processo al §. 77. 
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che sono perciò il puro prodotto di un 
termine del divisore per un termine dei 
quoto . Convien dunque dar principio alla 
divisione da que' termini del dividendo so 
cui si abbia certezza che non sia caduta 
riduzione, per esser ccrt^ che il risultalo 
che si ottiene sia realmente un termine 
del quoto. Ecco la prima regola che dalle 
esposte riflessioni discende. E se que’ pro- 
dotti di un fattore noto e di uno incogni- 
to che ci vengono offerti per dividendi , 
caratteri ci offrissero per i quali potessimo 
distinguere quali hanno subita riduzione , 
e quali nò, per questi ultimi almeno, da 
qualunque termine si cominciasse la divi- 
sione , certi saremmo di operar bene : ma 
ci iteri generici per tale esplorazione ci 
mancano ; c ben possiamo aver certezza 
che la riduzione ha avuto lungo in quei 
dividendi il numero de’ cui termini non c 
multiplo del numero de’ termini nel divi- 
sore che è uno de’ suoi fattori , perchè o- 
gni prodollo che non ha sofferto riduzione 
ba un numero di termini multiplo di quello 
di ciascun de’ fattori suoi (§. 59 III.); ma 
non possiamo viceversa aver la certezza 
che la riduzione non abbia avuto luogo in 
que’ dividendi 1 il numero de' cui termini è 
multiplo esalto del divisore , poiché tale 
potrebbe anche rimanere se la riduzione 
avesse fatto sparire nel dividendo un nu- 
mero di termini eguale a quelli dei divi- 
sore, o il doppio, o il triplo, ec. In mez- 
zo però all’ incertezza intorno al sapere , 
se in genere i prodotti ch6 ci si propongono 
per dividendi , abbiano subita o nò ridu- 
zione, si ha il vantaggio di conoscerne uno 
fra i termini del prodotto che siamo certi 
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esserne stato esente , e tale è quello ove 
una data lettera ha il massimo esponente 
(§. 59 IV.), e tanto ci basta . Questo in- 
fatti noi sceglieremo per primo a dividersi, 
c lo divideremo per quel termine del di- 
visore in cui parimente la stessa lettera 
abbia l’esponente più allo, sicuri di ot- 
tenere per risultato un vero termine del 
quoto, e precisamente quello ove la stessa 
lettera ha il massimo esponente , poiché 
quel termine di un prodotto, ove una dala 
lettera è elevata alla più alta potenza, non 
può risultare che dalla moltiplicazione di 
quel solo termine di un fattore per quel 
solo dell’ altro ove la stessa lettera ha il 
maggiore esponente . 

* 73. Di qui la necessità di quella ope- 
razione preparatoria , che si premette alla 
divisione delta ordinamento. Ed a conoscere 
poi come il processo della divisione poli- 
nomi» abbia avuto naturalmente origine . 
valga il tener dietro a due esempi, nel I® 
dei quali 1’ esponente della lettera domi- 
nante sta decrescente in ciascuno dei suc- 
cessivi termini del dividendo , o del divi- 
sore o almeno di uno di essi, e nel II® vi 
sieno dei termini tanto nel dividendo che 
nel divisore in cui la dominante possegga 
il medesimo esponente . 

* 74. I. Debba dividersi 1 ic 6 nH-4c 2 m 5 r 
— 12c 4 m® — le® — 2e 4 mr per mr -+-2c 4 
— 3e-m. Ordinati questi polinomi rispetto ad 
una lettera qualunque per es. alla e , ri- 
marchiamo che in ogni successivo Icrmiue 
del divisore la c ha un esponente minore, 
e quindi si eseguisca la divisione coaie 
qui esponiamo . 


Dividendo 

— ie 8 — {— 1 4c s m — 1 2e 4 m® — 2c*mr+lc t m i r 

(A) -+lc* — 6 c*m -t-2c 4 mr 

(B) 8c°m — 12c 4 m* -t-ic’mV 

(C) — Sc^oH-ISc'm 1 — 4 c*m*r 

Ò Ó Ò 


Divisore 

2c 4 — 

Quoto 

— 2c 4 -t-4c J m 


Si divide — 4c 8 primo termine del divi- 
dendo ordinato, per 2c 4 primo termine del 
divisore . 11 — 2c 4 che si ottiene siamo certi 
dover essere il 1® termine del quoto (§.59. IV) 
e siamo pure certi che in tutti gli altri ter- 
mini seguenti del quoto la dominante c a- 
ver debbo un esponente più piccolo . Nel 
posto del quoto si segna perciò il — 2c 4 . 
E poiché ti dividendo per essere il pro- 


dotto del divisore polinomio pel quoto po- 
linomio , risultar debbe di tutti i prodotti 
parziali del divisor polinomio 2c 4 — 3c-m 
-{-mr per ciascun termiue del quoto , è 
chiaro che contener deve il prodotto -r-4c 8 
4-6c e m — 2c 4 mr, che noi otteniamo molti- 
plicando il divisore per l’ora scoperto 1® 
termine del quoto . Sottraendo questi ter- 
mìui dai dividendo , il che si ottiene collo 
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scriverli col segno opposto sotto i rispet- 
tivi termini simili del dividendo , come si 
è fatto nella espressione contrassegnala per 
(A), è chiaro che il residuo (B) che otte- 
niamo fatta la riduzione , altro non con- 
tiene che que’ prodotti, che risultano dalla 
moltiplicazione del divisore pel 2°, pel3®ecc. 
termine del quoto . Ora il termine 8 c"i» 
primo fra tutti i termini di questo residuo 
deriva dall' avere sottratto dal 14c*m (2° 
termine del dividendo) il prodotto del 2* 
termine del divisore pel termine 1® del 
quoto. Ma questo lic'm (2® termine del di- 
videndo) contiene la dominante c elevata al 
maggiore esponente che si abbia dopo il 
termine 1® del dividendo: dunque non può 
risultare al più, che dei due prodotti for- 
mali dal 1® termine del divisore moltipli- 
cato pel 2® termine del quoto, c dal 1® 
del quoto pel 2® termine del divisore, giac- 
ché quand' anche nei successivi termini del 
quoto 1’ esponente di c non andasse a de- 
crescere, decrescendo esso però nel nostro 
caso in tutti i successivi termini del divi- 
sore, i prodotti di qualunque altro termi- 
ne del divisore per qualunque altro ter- 
mine del quoto, deggiono necessariamente 
avere la dominante e elevala ad un espo- 
nente minore , ed essendo perciò necessa- 
riamente dissimili dal prodotto del 1° ter- 
mine del divisore pel 2® del quoto c dal 
prodotto del 1® del quoto pel 2® del divi- 
sore , non possono trovarsi riuniti nel 2® 
termine del dividendo che nel caso nostro 
è lic’m . Esso dunque risulta per la ri- 
duzione addili va di que' due soli prodotti . 
cosicché quando vi abbiamo tolto 6 c c m pro- 
dotto del 2* termine del divisore pel 1® del 
quoto, ciò che rimane, egli è certo essere 
il solo prodotto del 1® termine del divi- 
sore pel 2® termine del quolo ; è perciò 
questo 2° termine del quoto che è tull'ora 
incognito e che rimane a scoop cirsi, si ot- 
terrà tosto , dividendo il prodotto 8c®m per 
1' altro fattore noto che è il 1® termine del 
divisore, cioè per 2 e 4 : quindi il risultalo 
di questa divisione, che è 4c a m, si scrive 
accanto al 1® termine del quolo . Ma se il 
quolo è un fattore del dividendo, anche il 
prodotto parziale di questo secondo suo 
termine ora trovalo moltiplicato per tulli i 
termini del divisore debbo trovarsi nel di- 
videndo ; e perciò per questo 4c a m nuovo 
termine del quolo si moltiplicano tulli i 
termini del divisore , C i prodotti 8c®m 
— 12c 4 m a -t-ic a m a r si sottraggono dal resi- 


duai dividendo , scrivendoli sotto i suoi 
rispettivi termini simili con i segni oppo- 
sti , conte si è fatto in {C) ; e poiché dopo 
la riduzione si ha zero di resto, conchiu- 
diamo che nulla rimane del dividendo do- 
po che gli si è, prima tolto il prodotto di 
(2e 4 — 3r a m-)-mr) < — 2c 4 , e quindi il pro- 
dotto dello slcsso (2c 4 — 3c a m4-mr)><4c a m, 
ossia dopo che gli si è tolto 11 prodotto to- 
tale di (2c 4 — 3c a m-+-(nr)><(' — 2t 4 -t-4c*m). 
Ora se il dividendo diventa zero dopo che 
gli si è tolto l'ora esposto prodotto, ciò è 
un dire che questo prodotto è uguale al 
dividendo. Dunque (— 2c 4 -t-ic a >n) è tale 
quantità che moltiplicala pel divisore dà il 
dividendo . Ma quella quantità che molti- 
plicata pel divisore dà il dividendo, si chia- 
ma quoto : dunque — 2c 4 -t-4c a m è il quoto 
cercalo . 

* 73. In questo esempio nella 2'* sottra- 
zione si è avuto zero di resto ; ma se fosse 
risultalo un residuo, ciò proverebbe (quan- 
do il dividendo è un multiplo esalto del 
divisore) che il quolo contiene un altro ter- 
mine almeno. Ed atteso I' ordinamento dei 
polinomii il 1® termine di questo residuo 
non potrebbe risultare d' altro , che del pri- 
mo termine del divisore mottiplicnto per il 
terzo termine del quoto; c perciò questo 
terzo termine del quolo clic si ricerca si 
ottiene dividendo I’ ottenuto I® termine del 
secondo residuo pel 1® termine del divi- 
sore . Così di seguilo il primo termine del 
terzo residuo clic si ottenesse non potreb- 
be essere che il 1° termine del divisore 
moltiplicato pel 4° termino del quoto , e 
perciò dividendolo pel primo termine del 
divisore, si avrebbe il quarto termino del 
quolo, ecc. 

* 76. II. Debba ora dividersi il polino- 
mio a a c-t-a-l-/J 3 c a -t--rt a +a a c a --Hic-4-3a a e per 
a+ac+1. Ordinando i termini rispetto al- 
la lettera a , noi troviamo clic vanno po- 
sti prima degli nitri quelli nei quali esiste 
a 3 : ma essendovene due, quello di essi 
aver dcbhc la precedenza in cui un altra 
lettera qualunque (e la c nel nostro caso) 
ha l' esponente maggiore; e perciò dob- 
biamo scrivere « a 3 c 2 +a 3 c )> e noi) vi- 
ceversa . Poscia dobbiamo porre i termini 
ove esiste a 3 ; e questi essendo tre , cioè 
a a ,a a c a c 3a a c , vanno ordinati per rap- 
porto alla lettera c, e vanno perciò scritti 
cosi « a a c a -l-3a a c-l-a a ». Finalmente dob- 
biamo porre i termini ove esiste a', cioè 
a cd ac , e questi pure vanno ordinati ri- 
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spello alla e scrivendo « «c+n ». Ed usan- si’ ordino ae-t-ri + l . Ordinali così il di- 
do le stesse avvertenze rapporto al divisore ridendo ed il divisore , ecco qui solio il 
a-t-ac+1, esso dovrà essere scritto con que- processo delta diiisionc. 

o J c>-4-a 3 e-f-e , c a +3a*c+a s -|-u <H-« 

— a 3 c a — n 3 c — aH 

-4-a a c a -t-2a a c-f-a a -Hic-t-a 
• , — a % <* — a % c — ac 

-4- a a c-H<i a -|-a 

— <i a c — n a — « 

0 0 0 


ne -4-fi -4" I 
a' 4 c-hac -ha 


E qui è a rimarcarsi che la dominante 
a non solo è affetta da un medesimo espo- 
nente in più termini del dividendo ma an- 
che in alcuni del divisore. Ora questa cir- 
costanza può far sì clic altri termini del 
divisore moltiplicati per qualche altro suc- 
cessivo termine del quoto dieno per pro- 
■dollo un termine avente la dominante af- 
fetta dal medesimo esponente , che ha il 
prodotto del 1* termine del divisore pel '2“ 
del quoto , ma non mai un termine simile 
ad esso per la ragione clic se nei succes- 
sivi termini del divisore non è decrescente 
la prima dominante , lo è la seconda , e 
ciò basta perche ( ragionandosi rispetto ad 
essa , come nell’ altro esempio si fece ri- 
spetto alla dominante unica ) si vegga che 
il 1° termine del 1° residuo è il puro pro- 
dotto del 1° termine del divisore pel 2° 
del quoto, che il 1° termine del 2® resi- 
duo e il solo prodotto del 1° termine del 
divisore pel 3® del quoto, ec. , cosicché 
dividendo questi prodotti pel 1° termine 
del divisore, risultano i successivi termini 
del quoto clic si ricercano . Dalle esposto 
riflessioni ha tratto origine il processo del- 
la divisione polinomio, processo le cui re- 
gole possono compendiarsi come segue . 

77. Nella divisione di polinomio per po- 
linomio, I. ordinali che sienn il dividendo e 
il divisore, si dispongono come nella divisione 
dei numeri , questo a destra di quello . II. 
Pel 1° termine del divisore dividisi il 1® del 
dividendo , e nel posto assegnato al quoto si 
scrive il risultalo . Ili. Per esso moltipli- 
plicasi lutto il divisore, e i termini del pro- 
dotto si scrivono col segno opposto sotto il 
dividendo, in mudo che i termini simili che 
vi sono si corrispondano . IV. Si fa la ri- 
duzione ; cd il resto che per di lei mezzo 
si ottiene riguardasi come un nuovo dividen- 
do , il cui 1® termine perciò dividesi pel 1® 
del divisore: si' scrive il risultalo pel 2® termi- 


ne nel quoto, e si proseguono le stesse ora in- 
dicate operazioni , finché giungasi ad avere 
zero di resto . E questo zero di reslo che 
si ottiene dopo di aver sottratto dal divi- 
dendo di mano in mano che si sono otte- 
nuti tutti i parziali prodotti dell' intero di- 
visore per ciascuno dei successivi termini 
che abbiamo segnali nel posto del quoto , 
ci prova clic hanno essi appunto la carat- 
teristica del quoto, di produrre cioè il di- 
videndo allorché sono moltiplicali pel di- 
visore . 

Si applichino queste regole agli esempi 
del §. 7i e 76. 

78. Talvolta il polinomio dato a divi- 
dersi non è un esalto multiplo del divi- 
sore; ma contiene qualche allro termine 
ancora , cd in tal caso si opera come si ò 
addietro indicalo , finché si giunge ad un 
residuo il cui prilli» cd unico termine non 
sia divisibile pel 1° termine del divisore. 

In tal caso il resto unito al prodotto del 
quoto pel divisore torna a dare il dividen- 
do. Così passando a dividere (6a a — 2 am 
-t-3m a ) per (3n — m) risulta per quoto 2<z, 
si ha per residuo 3m a ; c vediamo che 
2«(3« — m) -t-3m a = Ga a — 2am+3m a . 

79. Vi sono dei casi , in cui le molti- 
plicazioni di differenti termini de! quoto 
pel divisore producono dei termini che non 
sono nel dividendo , c che dopo la ridu- 
zione (facendo essi parie del residuo) biso- 
gna poi dividere pel primo termine del 
divisore affino di proseguire l’operazione. 

Questi sono que’ termini che si distrussero 
quando si formò il dividendo colla molti- 
plicazione de’ suoi fattori divisore e quoto, 
c che non possono a meno di non ripro- 
dursi nella formazione dei prodotti parziali 
di un fattore (qua'c è il divisore) per cia- 
scun termine dell’ allro , quale è il quoto. 

Infatti se la moltiplicazione del divisola; pel 
quoto si eseguisce realmente , si vede che 

li 
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si ottengono tutti que’ parziali prodotti i qua- 
li si sono sottratti dai successivi residui nel 
processo deila divisione, c questa osserva- 
zione giova a farci meglio comprendere la 
sua tela , c a rilevare, che tutti quei ter- 


mini nuovi che sono comparsi nei succes- 
sivi parziali dividendi, sono quelli appunto 
che la riduzione elide nel prodotto , co- 
me evidentemente dimostra il seguente e- 
sempio . 


Divisione 

Se 3 !» 3 — a 3 

(A) — 8e f m 3 +-iac 5 i» ! 

1° Resto ... -4-4 nc'-’m 2 — a 3 

(B! - iariir~\-ìa~cm 

11° Resto - 4 - 2 a-’cm — a 3 

(C) — Sa-cm-H » 3 

<i ~ 


2cm — a 
4c'-m--)-2acm-Wi- 


Moltiplicazioue 

2n» — a Divisore 

4uc'%M-2acm -t-a 2 Quoto 


(A) . . . 8c 3 /» 3 — lac-m- 

(B) -4-4<tc'-’m 2 — ìa-cm 

(C) -f-2a 3 cm — a 3 

8c 3 m 3 — o 3 


Simili osservazioni far si possono ancora 
in quest’ altro esempio (16z» — c' 3 ); (8^ s 
-4-4c2 3 -t-2c 3 2-t-c 3 ) che dà per quoto 2; — e. 

80. Se la divisione de’ polinomi s’ in- 
traprendesse senza averli prima ordinati , 
le operazioni sarebbero assai più lunghe , 
perchè si otterrebbero i quoti stessi , ma 
espressi da un maggior numero di termini 
che bisognerebbe ridurre . Cosi dividendo 
per esempio il polinomio non ordinato 
(2mp-t-m J -l-|) 3 ) per m-j-p , otteniamo per 
quoto 2p4-7!i — p ; e dividendo il poli- 
nomio non ordinato (d 3 +d 3 ) per d- 1-1, 
otteniamo per quoto d-hd 3 — d se scriviamo 
pel primo residuo della divisione d 3 — d ; 
ed otteniamo per quoto d — i-j-d 2 — d- 4-1, 
se scriviamo pel primo residuo della divi- 
sione — d-+d 3 . D’altronde poi otteniamo 
immediatamente senza bisogno di riduzione, 
per quoto m-f-p nel 1” esempio, e ir nel 
2°, se premettiamo l’ordinamento. 

81. Come la moltiplicazione , cosi pure 


la divisione ci offre esempi che ci manife- 
stano alcune proprietà generali dei numeri 
indipendenti da ogni sistema di numerazio- 
ne. Trovando infatti con la esecuzione del- 
la divisione che 

(r* -z-) ; [x—z)==x -4-2 

(a 3 — s 3 ) ; (r — z) = x- -+xz -4-2 s 

[x 3 — z») ; [x — zj = a: 3 -\~x-s+xz-+z 3 

se analizziamo l’andamento dei termini, e- 
videnle risulta la legge che vi regna; sic- 
ché in simili casi, nelle divisioni cioè del- 
la differenza di qualsivoglia eguali potenze 
di due numeri qualunque per la differenza 
delle loro radici, possiamo, senza eseguire, 
il processo, scrivere il quoto. Cosi, posto 
x— 10 e z = 2 abbiamo (IO® — 2 6 );{10 — 2) 
= IO 5 -4-10V2 -4-10 3 .2* -4-10 2 .2 3 +10.2» 
+2* = 124992; c questo identico quo- 
to otteniamo , dividendo (IO 6 — 2 6 ) ossia 
999936 per (10 — 2) ossia per 8. 


ESERCIZIO 

I. (2n s +3a%+a fi m+a“c 2 H-a e cm):(a 5 -4-a 2 c) = 2n»+a»c+a»m . 

II. (10c»m» — a*p 8 ):(2c»i — ap") — 8c 3 /n 3 +4ac 2 m 2 p 5 +2a 2 cmp»+a 3 p s . 

III. (ao 1 — 22o , c+12n*c 3 — 16«»c 3 -4-10«»c 3 — 4a 3 c»+8a 3 c 5 )I(aa*— 2a 3 c+ 
4aV} = a 3 — io*c+2c 3 . 
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IV. (ItiaM — 8 l/i*m a );(2a'-’e — 3/im-) — 8«*c 3 -+-12aV 2 /tfn ; -t-18a , c/i i m , -t- 
27/i 3 m e . 

E gli studiosi possono poi a piacimcn- tempo si esercitano nella moltiplicazione 
lo esercitarsi col moltiplicare due poiino- e riunione, e si avveggono, se hanno 0 
mii dati a capriccio, e quindi per un di no commesso errori nel calcolo, perchè 
essi dividere il prodotto, poiché deve risul- I’ una delle due operazioni serve all’ altra 
lar per quoto 1’ altro fattore; . Cosi ad un che le è opposta , di prova . 


REGRESSO Dii PRODOTTI AI LORO FATTORI 


82. Se può darsi il caso, che di un dato 
prodotto sia nolo un solo fattore, e si cer- 
chi 1' altro , il che è 1’ oggetto della divi- 
sione , può darsi anche il caso , che di un 
dato prodotto si ignorino e si cerchino am- 
bedue i fattori . Quindi è che 

Regresso dui prodotto 
ai fattori dicesi ’ quella operazione 
per la quale, dato un prodotto , ne cerchia- 
mo gli incogniti fattori . 

Questa operazione merita di essere con- 
siderata in tre casi e sono i seguenti. 

1. Regresso ai fattori 

quando ti è un faltore monomio comune 
a tulli i termini de! polinomio. 

83. In questo caso paragonando il primo 
termine del polinomio col secondo . salta 
tosto agli occhi la quantità che in essi e- 
siste come fattore comune ; paragonando 
poi il fattore comune dei due primi col 
terzo termine , tosto rilevasi il loro fattore 
comune che perciò è fattor comune ai tre 
termini esaminali, e così di seguito ope- 
rando si trova il fattor cosine generale 
che esiste in lutti i termini . 11 polinomio 
ci si mostra prodotto da questo fattore e 
da un altro fattor polinomio risultante di 
tanti termini , quanti son quelli del poli- 
nomio dato . E per trovare questo fattor 
polinomio, dopo che si è ottenuto il fattor 
monomio generale , è chiaro che far uso 
dobbiamo della divisione , perchè siamo 
precisamente ai caso della ricerca di un 
solo fattore , quando è nolo il prodotto e 
1' altro fattore . Dividendo perciò il da- 
to prodotto pel fattor monomio comune 
generale , il quoto che ne risulta , espri- 
mer deve 1’ altro fattore polinomio che ri- 
cercavasi . Così dato il polinomio cM-ac 3 
— c - , £asta degnar d’ un guardo i suoi 
termini , perchè salti agli occhi che e* è 
un fattore comune a tutti c tic; c quindi 


per c- dividendo il dato polinomio , risul- 
terà per quoto l’altro fattore (eM-rtc— 1), 
sicché cnuchiuder possiamo che e*-4-ac 3 
— c- = c'-'ic--t-ac — 1) . Troviamo col me- 
todo stesso che 

ia-er — 8oc 2 x — 4 ac[ar — 2 ex) 
c così pure 

Ha-cy — 12a 3 c 3 y = (Ja 2 cy(l — 2ac : ) 

Ora Porre in evidenza I 
fattori dicesi il trarre fuori da più ter- 
mini il faltore che è ad essi tutti comune , 
tornando ad indicare la moltiplicazione che 
prima era algebricamente eseguila. 

11. Regresso quando vi sono fattori 

monomii comuni solo ad alcuni e non a tulli 
i termini del |<o!inomio; 
e raccoglimento dei fattori comuni . 

84. In questo caso non vi sono regole 
generali per far regresso dal totale polino- 
mio dato ai suoi fattori : che spesso anzi 
può non averli : ma spezzando il polino- 
mio in due 0 più polinomii parziali , cia- 
scun dei quali sia un assieme di termini 
aventi lutti un fattore comune, può per cia- 
scuno di essi mettersi in pratica la regola 
(§.83). Così se osserviamo il polinomio 

(A) 6o 2 ei-+-3di — 3/))t-t-icr — Se' 3 , presto rile- 
vasi che il fattore comune ai primi tre ter- 
mini è 3 m, e agli ultimi due è 4c, cosic- 
ché bene potremo in sua vece scrivere 

(B) 3m(2o 3 -t-l — /)-)-4f(r — 2c. In casi simili 
al presente, e sotto i più frequenti, il po- 
linomio noò è un prodotto di due 0 più 
fattori , 0 quindi con la eseguila operazio- 
ne per la quale è risultato (B), noi abbia- 
mo decomposto noti il' dato totale polino- 
mio (A) in dite fattori (che esso non ha), 
ma ciascuno dei due polinomii parziali di 
cui il totale (A) risulta, giacché 3m è fat- 
tore del solo parziale polinomio tìa J m-+-3m 
— 3 fm ; c ic solo deli’ altro (4cr — 8c'-) c 
questi (lue riuniti costituiscano il totale (A). 
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8.'i. Se però in molli casi avviene che 
il polinomio , il quale contiene dei (allori 
appartenenti soltanto ai polinomi parziali di 
cui esso non è che la somma, non può in 
due o più fattori decomporsi , in qualche 
altro accade clic in due o più fattori (però 
polinomii) sia decomponibile; c ciò avvie- 
ne tutte le volte che nel porre in evidenza 
i diversi fattori comuni parziali , i fattori 
polinomi clic rimangono chiusi tra paren- 
tesi sieno identici . Allora i fattori comuni 
parziali si riuniscono aneli’ essi entro una 
parentesi, scrivendovi accanto una volta sola 
que'fallori polinomii identici che si trovavano 
moltiplicali per ciascuno di essi . E questo 
raggranellare insieme que’ diversi fattori 
comuni sparsi, perchè formino un fattore 
polinomio d' una stessa quantità polino- 
mio , si chiama raccoglieiie i fattosi co- 
muni . Ed cccone a maggiore schiarimen- 
to due esempi , 

Esempio 1° (2 <r — ac+2ag—cg) 

Nei primi due termini il fattore comune 
è a: cd è g nei due ultimi. Ponendoli in 
evidenza ottoniamo 

n(2a — c)-+-g(2a— e) 

c ci accorgiamo che in questa espressione 
il fattore polinomio per cui è moltiplicato 
a è identico all' altro per cui è moltipli- 
cato g . Raccogliendo perciò insieme entro 
una parentesi i due fattori a e g , possia- 
mo invece della superiore espressione u- 
sare la più breve seguente 
(a-f-ff) (2a— e) 

Esempio 2° (ac a — ac-r-t-c-d — c 2 dr—a 
-4-nr — d-bdr) j 

Qui nei primi due termini è fattor co- 
mune oc-: nei due seguenti è fattor co- 
mune o-d: è —a negli altri due : è — d 
nei due ultimi . Perciò ponendo in evi- 
denza questi fatturi comuni parziali, la su- 
pcriore espressone diventa 
ac = ( 1 — r) +c-d[ I — r) — n; 1 — r) — d( 1 — r\ 

E poiché scorgesi che tutti e quattro i fat- 
tori monomii comuni ciascuno a due ter- 
mini sono tutti moltiplicali per un'identica 
quantità (1 — r) , cosi tutti e quattro pos- 
siamo raccoglierli entro una parentesi , e 
scrivere in vece 

(1 — r) (ac 2 +c-d — a — d) . 

In seguito di ulteriori indagini ci accor- 
giamo che nel secondo fattore quadrinomio 
di quest’ ultima espressione è fattore comu- 


ne dei primi due termini (c 2 ) ; cd è fattor 
comune dei due ultimi il ( — 1) . Ponendo 
perciò questi due fattori comuni in evi- 
denza , in vece dell’ ultima espressione , 
abbiamo 

^1 — r'j ^c-(a-ì-d) — l(a+d ^ 

e finalmente raccogliendo i due fattori co- 
muni esistenti nel secondo fattor polinomio, 
otteniamo 

(1— r) (a-i-d) (c- — 1 ) . 

III. Regresso si fjillori 
quando per aceulijle intimimi- non sono 
a colpo ti' occhio tlisccrióliili. 

86. Quando si hanno prodotti di potino- 
mii per polinomii , nei quali i fattori co- 
muni spariscono in forza della riduzione, 
l’Algebra elementare non sa offrirci mezzi 
generici aflìnc di ritrovarli. Solo il mollo 
esercizio del calcolo giova all’ oggetto , fa- 
cendoci risovvenire , sebbene non saltino 
agli occhi , quali sieno i fattori di alcuni 
prodotti per cs. del binomio ( a- — c *) c del 
trinomio (a'--t-2ac-)-c J ) . Ed io vero quan- 
tunque noi bene esaminandoli non sappiamo 
scorgere in essi fattori comuni , nè gene- 
rali, nò parziali, pure rammentiamo (§.60) 
clic si risolvono il 1° binomio nei fattori 
(<i-+-c) ed (a — c), il 2° trinomio nei fattori 
(a-M) cd (a-t-c). 

Ricerca ilei massimo commi Ji\ isore 
ili due (juvnlilà. 

87. La ricerca dei divisore , o fattore 
( che vai lo stesso ) c massimo di dqe 
quantità è materia spettante anch' essa al 
regresso dal prodotto ai fattori , giacché 
trovato il fattore comune massimo di due 
prodotti, possiamo tosto, dividendo ciascuno 
di essi pel massimo fattore comune trovato, 
rilevare qual sia 1’ altro loro fattore . 11 
massimo comune divisore 1° di due mo- 
noffiii, 2° di un monomio e di un polino- 
mio, c 8° di due polinomii ancora (quan- 
do però esso divisore comune sia monomio) 
non esige particolari osservazioni e rilevasi 
a colpo d' occhio; poiché nel 1° caso fat- 
tore comune massimo è lo stesso fattore 
comune ai due termini: nel 2° è il fattor 
comune sì al monomio che al fattore ge- 
nerale dei termini del polinomio, nel 3° è 
il fattor comune al fattor generale dell'uno 
c al fattor generale dell' altro polinomio. 

Così I. 1 monomii 3‘2a*c s dm e i)Cia 2 c 2 gm 
hanno per massimo cornuti divisore 8a*c-gin, 
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mentre 32aV :ì (im— iedX^n'c 2 »»; e 'iGa'c-jm 
— 7 gXfia'c-m . 

Cosi li. Il monomio 3 ac 3 m , c il poli- 
nomio (6<ze*nH-12ae 2 j>’ — 3ac : ) hanno per 
massimo divisore loro comune 3ac 2 , men- 
tre 3ac 8 m — cmX'lo^ 2 c (Gnc 3 m+12fle-/) 
— 3ac'-) = (2cm-l-i/) — l)3ac 2 . 

Così 111. Il binomio (Sa'-m-t-Ga^e) ed il 
Irinomio (Da/) 3 — 3<ip +-3a-p) hanno per fat- 
tore comune massimo 3a ; poiché (3a 2 m 
— t-6a-c) = (m-+-2c)3a 2 ; e (9«p 2 — 3a/H-3a 2 p) 
= (3p — l-f-«)3op; e perciò 3a- è fattore 
comune del 1° polinomio, 3 np lo è del 2°; 
c il 3a 2 e il 3np non hanno per fattore 
comune che il .semplice 3a . 

88. Il massimo divisore comune però di 
due polinomii , quando sia un polinomio 
pur esso, non è facile a rinvenirsi a col- 
po d’occhio, e v* è bisogno di porre in 
pratica le regole stesse che 1’ Aritmetica 
suggerisce pei numeri . Fa d’ uopo perciò 
rammentare che un qualunque dividendo D è 
uguale al divisore il moltiplicalo pel quoto q 
più il resto r, che cioè I. D = dq -t-r 
quindi per la stessa ra- 
gione dividendo il divi- 
sore pel residuo, dovrà 

aversi II. d = rq / -\-r' 

e dividendo il 1* pel 

2° residuo III. r = r'q"+r" 

e dopo un certo numero 

di divisioni 

finalmente si avrà . . . IV. (-0. 

E che si debba giungere in queste divi- 
sioni successive finalmente al residuo r" 
ebe sia contenuto esattamente in / sicché 
si abbia zero di resto , si è in Aritmetica 
dimostrato . Ivi si è pure dimostralo che 
il comune massimo divisore di due numeri 
D e d dee dividere esattamente anche il 
resto r della loro divisione . Dunque il 
comune massimo divisore di 1) e d divide 
anche d ed r . E se divide d eil r dun- 
que in forza dello stesso teorema dee di- 
videre anche r 7 resto della divisione di d 
per r; e se divido »■ ed r / , dunque anche 
r" resto della divisione di r per r'. Ma r" di- 
vide esattamente /, siccome rilevasi dalla 
formolo IV: dunque anche r'q"; poiché chi 
divide un numero, divide anche ogni suo 
multiplo; e poiché non v’ ha dubbio che 
non divida anche sé stesso , è chiaro che 
t" divide ciascuna delle due parti che for- 
mano la somma r ’q"+r" = r e quindi 
la loro somma r, poiché chi divide cia- 
scuna parte , divide il loro insieme pur 
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anche.’ Per le medesime ragioni se r" di- 
vide r' ed r, divide anche rq-\-r / — d. E se 
r" divide r e d, divide ancora dq-\-r = D. 
Dunque quel resto r" che divide senza re- 
siduo il resto / che lo precede è 1. il di- 
visore comune delle due date quantità D e 
d. È II. il divisore massimo; poiché se il 
divisore massimo dee dividere (come si è 
dimostrato ) anche 1’ ultimo resto r", non 
può di r' essere maggiore . 

89. Spesso occorre poi nella esecuzione 
della divisione di un polinomio D per 1’ 
altro d, c poi di d pel residuo cc. spes- 
so occorre di preparare i polinomii in guisa 
che possa il primo termine dell’ uno per 
1’ altro dividersi senza frazioni . E per tale 
oggetto giova il rimarcare che il comun 
divisore di due quantità non viene altera- 
to, se una sola di esse venga moltiplicala 
o divisa per una quantità, la quale non 
abbia fattore alcuno comune coll’ altro po- 
linomio. Infatti chiamisi A il fattore o di- 
visore comune polinomio dei due polino- 
mii che per brevità esprimiamo l’uno per 
ABC, c l’altro per AD. È ben chiaro che 
se moltiplichiamo per M un solo di essi , 
e per esempio ABC, od otteniamo ABCM, 
avremo alterato certamente il suo valore, 
perché è divenuto M volte più grande : ma 
siccome M è fattore che non esiste nell’al- 
tro polinomio AD, il divisore comune di 
questo polinomio AD e del nuovo polino- 
nomio ABCM ottenuto per moltiplicazione 
di ABC per M, è lo stesso A fattore co- 
mune di AD c di ABC. 

In egual modo è chiaro che se dividia- 
mo per B un solo dei due polinomii , c 
per es. ABC, ed otteniamo AC, avremo 
alterato il suo valore , perché lo abbiamo- 
reso II volle più piccolo: ma siccome C 
è fattore clic non esiste nell’ altro polino- 
mio AD, il divisore comune di AD e del 
nuovo polinomio AC ottenuto per divisio- 
ne di ABC per C è lo stesso A divisor 
comune di AD e di ABC. 

90. Diamo l’applicazione di queste regole 
ad un esempio Si cerchi il divisore comune 
del trinomio m--t-2mr-l-mr 2 o del binomio 
»* — r-. Ecco il prospetto dell’operazione.. 

Dividendo Divisore 

m 3 -+-2nir-f- r- m 1 — r- 

— m 2 -1- r : 1. Quoto- 

Resto 1® -4-2mr-f-2r- 

1/ ottenuto resto 2mM-2r 5 si può ben di- 
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vidcrc per 2 r, perchè 2r non è fattore clic 
esista nell’ altro polinomio m- — r-, e si ot- 
tiene m-l-r. Ora questo residuo sempliciz- 
zato passa ad essere divisore , mentre il 
divisore m- — r- passa ad essere dividendo ; 
ed abbiamo 


Divisole rie russa ad 
essere diluendo 
Wr — r' 
— m 2 — mr 

— mr — r- 
-t-mr-4-r 2 

Ò (F 


Residuo semplice (ho passa 
ad essere divisore 

m-f-r 

m — r Quoto 


E qui ha flnc 1’ operazione poiché il divi- 


sore m-l-r dà zero di resto ; e perciò è 
desso il massimo comun divisore . 

Dividendo infatti pel trovalo divisor co- 
mune (m-l-r) il trinomio w i -f-2r)ir-+-r-, ot- 
teniamo (m-|-r) ; e dividendo per lo stesso 
divisor comune m-l-r il binomio — r-, 

otteniamo m — r, cosicché abbiamo 

i» 2 -t-2 mr-fr 2 = (m-l-r) (m-t-r) 

m- — r 2 = (m+r) (m — r) 

In molti rasi si ottiene più facilmente il 
massimo comun divisore di due polinomi) 
decomponendoli nei loro fattori e nulla 
più: in molti altri premettendo questa de- 
composizione alle successive divisioui . 


SEZIONE III. 


Frazioni Algebriche . 


ili. Tuttala teorica delle frazioni, quale 
fu data in Aritmetica , ivi applicandola ai 
casi particolari, viene ora estesa a’ casi ge- 
nerici; c perciò riportandoci , senza ripe- 
terli , a lutti i ragionamenti ivi fatti, pas- 
siamo a semplicemente esprimere in lin- 
guaggio algebrico i loro risultati . 

Scrillura , denominazioni e distinzioni 
delle frazioni . 

92. Lo frazioni algebriche si scrivono nel 
modo stesso che le aritmetiche. Così c /„ è 
una frazione, e significa che la unità è di- 
visa in n parti , delle quali se ne pren- 
dono c . Non si usa però in Algebra di 
dare al numero indicante il denominatore 
la desinenza in esimo come in Aritmetica, 
nou si usa cioè dire c ennesimi ■ ma enun- 
ciando le frazioni unicamente sotto l’aspetto 
di divisioni , giacche quoti di divisione e 
frazioni equivalgono, % si enuncia c diviso 
per n , cd anche c diviso n . E a tenore 
dell’ enunciato, le frazioni algebriche, piul- 
toslochè per parli di unità, sogliono riguar- 
darsi come divisioni ineseguibili per non es- 
sere il divisore un fattore del dividendo . 

93. Posto poi che a, c , « esprimano 
numeri interi , è poi chiaro che a / a c è fra- 
zione vera : che a / a , ac ,{- , e ’ ,c /s a sono (ra- 
zioni spurie apparenti : che mm / £ — ac / c 
•+•’"/: = o+ m /c è una frazione spuria 
mista . 

Propri* là delle frazioni . 

94. Dalla nozione delle frazioni risulla 

1. Che aJrm / c >"/c e “/c^< n /c 


II. Che "{e si rende m volle più grande 
scrivendo : cd m volte più piccola , 
scrivendo a / cm ; c Ih s r /C „, si rende m volto 
più grande, scrivendo sr / c ; e si rende r 
volte più piccola scrivendo */cm.- 

III. * Che a /c = nm /c m ; e quindi per 
esercizio moltiplicando ambo i termini del- 
le seguenti frazioni , cioè della l a per 3 ad, 


della 2 a per — 2am , 

della 3 a per ac, del- 

la 4 a per a 2 -)-m 2 , si 

oltengouo 

d 3 -f-2am 

3(id 4 -+-fio : (fm 

kdm 1 

1 iad-m- 


2 a 3 )» 5 

(34 


•2c~ — 3m’-’ 

— 4ac-m-|-(i«rft 3 

ar-\-ac 

9 » 

a 3 e-+-a-c 2 

Ó M Q 

a — c- 

a-Q —ac z 

_ a- — m- 

a 4 — « i % 

, 


* ••• o » *» 

a-f-m' 


IV. Che cn /an = '/ a 

, e quindi per eser- 

cizio dividendo ambo 

i termini delle se- 

guenli frazioni, cioè della l a per 5 m 2 pr , 

della 2 a per p , della 3 a per p-hd , della 

4 a per tu'- — 2c , si ha 


■ 1 !im-p 3 gr 

3 p-q 

2 ri m'yjrs 

Sm-’s 

p-~ 3 ap — p 

p — 3a — 1 

\ mp 

m 
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jr-4-rfp 


P- 
m *- 


-d- 

-ic- 


V 

p — d 

m 2 -f-2c 


cm a — 2c a 


1 5o a c a — He 1 
fie a 


3a a — 1 


_ 3ac-hac a m-t-e-h eh 

C.... = 3+MH 


D.... 


%l'-<J—6c-q+f 


-3 c a 


2 q+ 


a* — 3c a 


96. induzione d' interi a frazioni. Se vo- 
gliasi l' intero a ridotto a frazione avente 
per denominatore la quantità c , ovvero la 
quantità c- 4 -m , conviene moltiplicare l'in- 
tero pel voluto denominatore, e avremo a 
— "j/c ovvero a = ac + am /c+ m ■ Volendo da- 
re il denominatore x — y alla quantità 
*-t-y , colla stessa regola otteniamo 
x - — 1 / a 

x-\-y — 


X —IJ 

97. induzione delle frazioni ai menomi 
termini . Dividendo ambo i termini delle 
proposte frazioni pel massimo loro comune 
divisore, si ottiene l’ intento. Or questo 
divisore cercando per esercizio in ciascuna 
delle sei seguenti frazioni , troviamo die è 
8oV*d per la l a ; ih~m 3 p per la 2 a ; cm per 
la 3 1 ; 3 ac 1 per la i 1 ; 2c— 1-3 per la 3 a ; 
a-— ac per la 6 a . Trovali i divisori co- 
muni , eseguendo per essi le debile divi- 
sioni , otteniamo 


32eV rf 

Ma*c*dm 

4 h a m 3 p 


4 c 
7 m 

1 

2 mp 


Riduzioni delle frazioni . 

95. Riduzione delle frazioni a interi . 
Eseguendo la divisione riduciamo a interi 
le frazioni apparenti A , B ; e ad interi 
uniti a frazioni vere, le miste C, D, qui 
sotto espresse . 

8 aM? 

A — 7 — = 2(I(- 7 


2cin : -t-c a m — cm 
cm* 

3<ic a 

6a 2 c'--+-3ac- 

2c a -+-3c 


2ac-f-3o 


6 *...- 


8<i 3 — 8<rc 
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2m-+-c — 1 


2«-(-l 

e 

a 

8 a 


Ha 3 — 10a a <H-5ae s 


98. Riduzione delle frazioni ad un co- 
mune denominatore. Col metodo generale le 
frazioni m L , “j c si convertono in c "'/cn , 
; e cosi le seguenti frazioni 


o-t-c 
divengono 
a 3 c — oc 3 


a — c 
c 


<H-c 

a‘ 


j 3 — ac- rrc-l-2ac"-4-c 3 


a-c+ac- a 2 c-j-ac- 


a-c-+ac i 


Quando poi vi sono nei denominatori dei 
fattori comuni , le frazioni si riducono al 
più piccolo comune loro denominatore for- 
mando questo col riunire lutti i fattori dif- 
ferenti { e alla più alla potenza elevati ) 
che si trovino nei loro denominatori, c poi 
ponendo a fatturi nel numeratore di cia- 
scuna frazione tutti que' fattori del deno- 
minatore comune ebe non si trovano nel 
rispettivo denominatore, alBnchè in ogni fra- 
zione tanto il numeratore ebe il denomina- 
tore sicn moltiplicati per una stessa quantità. 

Così, indurendole al comune più piccolo 
loro denominatore 2c 2 m 2 , le seguenti frazioni. 


2« 

c'-'m 

trasformansi in 
4 am 


2c 2 m 2 


2c*ro 


mr 

2 c-m- 


In 


8e 2 n 
2 c'-’m 2 


Addizione e sottrazione delle frazioni . 

99. Per le regole dell’ addiziono si ha 


3m+2a 


3<i 


6<j-+-3m 
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a 


2 IH 


{« 


io 


an 3 4-2cm>H-c“ 



ro — <h = — r— 

m+e m e 


110. Per le regole di sottrazione si ha 

2(i> a*-t-c — a a 3 — 3c-+-3a 

3c 2c 6c 


102. Per le regole della divisione si ha 

a/ • - a / . mr f • r — m / 

/c . r — /cr t /p • r — /p 

® • /y — yr» /»» • /« — /mr 

E invece del segno ; facendo uso della 
linea orizzontale per indicare la divisio- 
ne, abbiamo pure 

a a 13a 

2— Va— 3 /* = ~%T ir 


(a-r) 


tt+r 


a 2 — 2r 2 
o-h-r 


3<? a H 


r — c 

16/i a 


cr 

r— c 


4/i = 


V 


3^--hÌH 3^4-4 /ì 

p+? _ tu £ _ 4 r? 
p—9 p+ 9 p"—r 

Molli plicazione e divisione. 


101. Per le regole della moltiplicazione 
abbiamo n Jtìy^r == fll /« j ed a Jcnt^S */'//* • 
COSI “/cX"/ = am /cn • 

Così pure ì(1-+-^-+- 4 /j) = ; 


c quindi se occorra ( come spesso accade 
nella risoluzione delle equazioni) fare l'in- 
verso, cioè porre in evidenza quel fattore 
cornane x, pel quale ora abbiamo molti- 
plicalo il trinomio , è ben chiaro ebe si 

avrà x-+- x /»-+- x /t = x(l +t / 3 +, / s ) . 

Cosi pure y( a / c — 1) = tty /c—y; c vi- 


cevcrsa ay /c—y 

= • 

Cosi (a-h c / m ) 

r/.— i) = y.+'/.-o 

am-~\-cm-. — ama — cn 

/m 

mn 

Così in fine ^ 

a c "N/ z 2 m 2 \ 

T+mX#*-?) 


2 CZ 2 

»— T- 

a o-m 


am 1 m 

1 ■ 

c-z c 


E adottando inoltre la convenzione , . che 
quando in una espressione algebrica vi 
hanno più linee orizzontali , quella separa 
il dividendo dal divisore, clic si trova a 
livello del segno di eguaglianza ( perlocbè 
c evitato ogni equivoco ; e por esempio 
conosciamo che nel 2® membro delle sot- 
toposte eguaglianze trattasi della divisione 
dell’ intero m per una frazioni?, e non già 
della divisione di una frazione peli' inte- 
ro 6 ) notiamo che 

m m 6m 

K /a +c /a 3 «-k2c _ 3»+2c 

6 " 

Cosi pure ( m /,+ c /) : ( a /c— a /r = 

<«"+e«^r : = '< mr+m /an i r-c ) . 

103. Rammentando poi (§.85) che a: 3 — z 3 
=(.r*-Krz-t-z a ) (i — z) facilmente otterremo 

2 xz — z* _ 2 j — z (2 jz— *z 4 ) { x — z) 1 

x 3 —z 3 ' (z — z)» — [x 3 — z 3 ) (2 x—z) 

z(x—z) 3 . xz — z- 

~ (x^+xz+z 1 ) (x — z) x*+xz-\-z 3 

104. Finalmente nel seguente esempio 
accogliendo quasi tulle le operazioni che 
risguardano le frazioni, mandando ad elici- 
lo quanto nel sinistro membro è indicato, 
otteniamo 


(a-f-c) (a-t-c) (fl-K) 



c* a 


a 
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SEZIONE IV. 

Teorìa de' problemi ed equazioui di primo grado. 

NOZIONI PRELIMINARI GENERICHE INTORNO Al PROBLEMI ED EQUAZIONI 


105. Problemi o quesiti, 

la cui soluzione è In scopo principale del- 
l’Algebra, sono quelle proposizioni, in cui 
si propella di scuoprire qualche quantità in- 
cognita in grazia di qualche quantità nota. 
Chiaro è dunque che nelle domande su- 
scettibili di soluzione nè tutto debbe essere 
noto, altrimenti mancherebbe l’oggetto della 
ricerca, nè lutto debbe essere ignoto, altri- 
menti ogni ricerca sarebbe vana : vi deb- 
bono perciò essere enunciate e quantità 
note ( che si chiamano i dati del proble- 
ma, e s’indicano algebricamente colle non 
ultime lettere ) e quantità incognite che per 
lo più si marcano colle ultime dell’ alfa- 
beto : e le note relazioni che passano tra 
le quantità note ed incognite . che ehia- 
mansi le condizioni del problema , sono 
qpe’ mezzi che col sussidio del calcolo ci 
recano con sicurezza al ritrovamento di 
ciò che si ricerca , e contraddistinguono i 
Problemi dagli Enigmi . Le regole algebri- 
che poi , con che si ottiene la soluzione 
dei quesiti , sono tutte basate sovra un rap- 
porto d’ eguaglianza tra quantità note ed 
ignote che le condizioni de’ problemi , an- 
che i più intricati e difficili , offrono all' 
occhio esercitato dell' Algebrista ; e quan- 
do questo rapporto si è tradotto nel laco- 
nico linguaggio algebrico , convertendo le 
parole in lettere c segni analoghi , allora 
membri si chiamano le due quantità egua- 
li , e precisamente, primo membro la colle- 
zione di tutti i termini che precede il se- 
gno =, e secondo membro la collezione di 
tutti quelli che il seguono. 

106. Tra i quesiti che ci vengono of- 
ferti , vedemmo esserne dei si facili che 
non appena si sono tradotti in linguaggio 
letterale , ci offrono tosto un’ eguaglianza 
fra l’incognita che si cerca, non avvilup- 
pata da altra quantità , e un assieme di 
quantità tulle note tra loro legate con se- 
gni indicanti o addizione o sottrazione o 
moltiplicazione o divisione. E siccome que- 
sti problemi , per quanto abbiano compli- 
cato il 2° membro d’ eguaglianza, pur non 
esigono per la loro soluzione alcun calcolo 
algebrico, ma la pura esecuzione delle ope- 
razioni aritmetiche , aritmetici si sotto chia- 


mati . Così se cerchisi « quanto sborsar 
debba ciascuno di 12 soci che hanno be- 
vuto 3 bottiglie di malaga a paoli sei , c 
2 bottiglie di Cipro a paoli Ire la bottiglia )> 
chiamando x il numero dei paoli richiesto, 
è chiaro che x — = 2. Ma 

se iu problemi di tal natura sforzo alcuno 
d' ingegno non occorre per giungere al va- 
lore della cosa cercata, problemi vi sono 
di tuli' ultra tempra , che tradotti in lin- 
guaggio algebrico, ci offrono ancb’ essi un 
rapporto d’ eguaglianza, ma non già corno 
ne’ quesiti aritmetici, fra l' incognita isolala 
ed altre quantità tutto note, ma fra quan- 
tità nelle quali trovasi 1’ incognita sì av- 
viluppata, che si esige una serie di ragio- 
namenti , e quindi il soccorso del calcolo 
per giungerò ad isolarla , ed ottenerla e- 
guale ad un assiemo di quantità tutte no- 
te. E poiché questi problemi, dopo essere 
stali tradotti in letterale linguaggio, hanno 
duopo del calcolo algebrico, affine si giun- 
ga a conoscere quali operazioni far conven- 
ga sulle quantità note, per ottenere il va- 
lore dell’ incognita , si chiamano perciò 
algebrici, c questi son T oggetto delle at- 
tuali nostre ricerche . 

107. Se per es. si cbiegga « Di quanti 
snidali era forte un’ armala , di cui */, è 
rimasto sul campo di battaglia, a /$ si son 
fatti prigionieri, e 1400 son fuggiti » seb- 
bene nell’ enunciato non sia esplicitamente 
espresso rapporto alcuno di eguaglianza, 
pure I' analitico esame delle sue condizio- 
ni , ci mostra che I' intera armala era 
eguale al numero de’ guerrieri morti , più 
«fucilo dei vivi costituito dai prigionieri , 
e dai fuggitivi ; cosicché chiamando x il 
numero esprimente l’ intera armala , per 
soddisfare alle condizioni del problema, (al 
debbo essere x da dar luogo alla seguente 
eguaglianza (A)... x = j y 4 -t-» r /j-4-H00. 

Or questa espressione ci dà , non già 
un’eguaglianza dimostrata, poiché tal sa- 
rebbe se x fosse nota, ma solo un’ egua- 
glianza convenuta, un’eguaglianza cioè che 
non veggiatno , ma che sappiamo doversi 
verificare, affinché sieno soddisfatte le condi- 
zioni del problema . E tanto per ottener 
T intento ci basta; poiché passando ad o,- 

H 
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perare sui termini della convenuta ugua- 
glianza e quindi anche sulla quantità in- 
cognita come se nota fosse , ecco come 
giungiamo a scuoprirla . Se per soddisfare 
alle condizioni del problema debbo essere 
x = x ln+ 2r ! jH- 1400 , togliendo da am- 
bedue i membri dell’ eguaglianza la stessa 
quantità 7*4-*7» , il che si eseguisce col 
toglierla etTcttivamento dal membro destro, 
e collo scriverla in istato di sottrazione nel 
sinistro , dovranno i due membri egual- 
mente falcidiali rimaner eguali, dovrà cioè 
pur essere x — x /* — 2r /s — ovvero 

(§.101) ®(1 — *' a ) = 1100, e se per 
soddisfare alle condizioni del problema deb- 
ile essere ®|1 — — */») = 1 400„ divi- 
dendo ambo i membri eguali per la stessa 
quantità (1 — */« — */s) • alt orsetto di sba- 
razzare il più che possiamo la x dalle 
quantità colle quali trovasi vincolala, do- 
vrà pur essere 




1400 

1 „)/ 21 

J /* II 


H00 

11 

110 


_ aaeotn ~ 4000 . 


Dunque 1’ armata t era di 5000 snidati. 

Quindi se la x essere debbe 4000 per 
soddisfare alle condizioni del problema, os- 
sia perchè si abbia a: = x / 4 -4- 3x /*~ 1-1 
quest’ espressione, che era un’ eguaglianza 
per convenzione , diverrà un’ eguaglianza 
reale, se sostituiremo 4000 ad x ovunque 
essa x si trovi , ed avremo 

(C)...4000 = ♦»»«/, -4->«»»/ s -4-li00 

e di questa eguaglianza la verità viene 
confermala dalla esecuzione delle opera- 
zioni indicate , le quali ci recano alla se- 
guente identità 

(D)..,4000 = 4000 

la quale ci assicura che non è corso er- 
rore alcuno nel calcolo , mostrandoci clic 
il trovato valore di x soddisfa realmente 
alle condizioni del problema . 


108. Or se noi tcniam dietro a quanto 
si ò praticato per giungere alla soluzione 
dell’ ora esposto quesito , stabilir possiamo 
lo seguenti regole generali . 

Quando ci si offre un problema a risol- 
vere, convicn prima d’ ogni altro scuo- 
prire un qualche rapporto di eguaglianza 
fra i dati e le incognite, c quindi tradur- 
re le parole da cui viene indicato e in 
lettere e cifre esprimenti le quantità che 
nel problema sono annunciate , c ia segni 
esprimenti le loro relazioni. 

E ditesi lunazione la espres- 
sione algebrica della convenuta eguaglianza 
tra alcune quantità note ed ignote connesse 
tra loro a tenore delle condizioni dei problemi. 

Tale è stata la (i) al (§.107). E notia- 
mo a tale proposito che se anche senza 
pensare a problemi , noi supponiamo nn 
rapporto d’ eguaglianza fra quantità note 
ed ignote, se scriviamo per es. a capric- 
cio 3x — *20 = 3c '*-ì-'l anche questa c- 
guaglianza, purché sia tale, che non in- 
cluda contraddizione nei termini, è un’e- 
quazione a tenore della nostra definizione, 
poiché quantunque non sia derivala da un 
problema, pure a un problema poò riferir- 
si, alla cui enunciazione giunger possiamo 
colla inversa traduzione delle lettere , cifre 
c segni in parole , dicendo che dessa è 1' e- 
quazionc di un problema in cui « cercasi 
un numero tale , di cui il triplo diminuito 
di venti è uguale a tre quarti di sè, più 
sette « cosicché conchiudi.imo , che come 
1’ enuncialo di ogni problema, modificato so 
occorra per rendere esplicita la condizione 
di eguaglianza , si converte in equazione ; 
così ogni vera equazione rappresenta un 
problema, è cioè I’ enuncialo d’ un pro- 
blema tradotto in algebrico linguaggio (a). 

1 09. Tradotto il problema in linguaggio 
algebrico, ossia in equazione, poiché le no- 
stre mire son dirette a trovare il valore 
dell' incognita, noi giungiamo all' intento , 
assoggettando i membri dell’ equazione a 
tali operazioni che alterandone il valore. 


(a) In queste espressioni poi talvolta l’Algebrista 
rinuncia alia convenzione stabilita ài esprimere le 
quantità incognite con le ultime lettere iteli’ altalieto 
e socialmente in tutti que' casi nei quali per esau- 
rire una teorìa fa il’ uopo che una alla volta con- 
solati per incognite tutte le tlirer.se quantità che 
sono espresse in una equazione . In questi cosi sa- 
rt-blte una puerilità , il sostituire la Ititela t ora 
alt’ a per esempio, ora alla n ora alla s secondo 


thè o I’ a o la n o la s venga presa [ter incognita, 
giacché basta Iteti avvertire quale nel particolare 
caso attuale prendiamo [ter incognita , c quali pren- 
diamo [ter note fra le quantità espresse dalle di- 
verse lettere , che si trovano tra loro vincolate sotto 
certi rapporti ( nella indicazione ilei quali I’ equa- 
zione appunta consiste ) |tcr giungere ali 1 isolamen- 
to di quella che in attualità si è presa di mira e 
trovante il valore. 
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senza distruggerne 1' eguaglianza , ci offra- 
no nuove equazioni in cui 1' incognita o lo 
incognite si trovino sempre meno avvilup- 
pate da altre quantità , tinche finalmente 
ad una eguaglianza si giunga , in un mem- 
bro della quale sia una sola incognita sce- 
vra di ogni impaccio di segni , di espo- 
nenti e coefficienti espressi , e perciò af- 
fetta dal -f- , e col coefficiente ed espo- 
nente = 1 , e quantità tutte note sìeuo 
nell'altro membro. 

Ed Equazione Anale chia- 
masi quella eguaglianza , in cui l' inco- 
gnita positiva senza espresso coefficiente ed 
esponente sta sola in un membro ■; e quan- 
tità tutte note stanno nell' altro . 

Diccsi poi a ragione finale , poiché è 
1’ ultima uguaglianza che ci determina il 
valore dell’ incognita . Cessa fnfatli di es- 
ser tale dal momento che trovasi uguale ad 
un assieme di quantità tutte noie, sicco- 
me osserviamo in (B) al (§. 107). 

Tutta la serie dei ragionamenti ed ope- 
razioni per la cui trafila è d’uopo passare 
ad oggetto di giungere dalla equazione in 
cui si è tradotto 1’ enuncialo del problema 
alla finale, può dirsi coslituirc la differenza 
che passa fra i problemi algebrici e gli a- 
ritmelici . Questi infatti tradotti che sono 
in linguaggio letterale, ci offrono l' inco- 
gnita sola in un membro, mentre esistono 
nell' altro quantità tutte note , sicché può 
dirsi che la stessa traduzione algebrica dei 
problemi aritmetici è un’ equazione finale, 
a cui non pervengono i problemi algebrici 
che in grazia dell' analisi; ma giunti a 
questo punto,' essi si trovano alla condi- 
zione stessa de’ problemi aritmetici, mentre 
si per gli uni elio per gli altri non resta 
che !a sola parte pratica, cioè la esecuzio- 
ne delle aritmetiche operazioni nel secon- 
do membro indicate . 

110. In seguito, ottenuto il valor della 
incognita , notiamo che un criterio per c- 
splorare se niun errore siasi commesso nel 
calcolo, è l’osservare se il valor trovato 
soddisfi alle condizioni del problema ; e 
per tale oggetto questo valore si sostituisce 
alla * ovunque trovisi nell' equazione in 
cui è stato tradotto , e così se non vi è 
sbaglio nell' operalo , la eguaglianza con- 
venuta si converte in una eguaglianza evi- 
dente perchè fra quantità tulle note . 

Ed Equivalenza si chiama la 
eguaglianza di quantità tutte noie aventi 
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sotto un diverso aspetto il medesimo valore. 
Tale è l’espressione jC) al (§. 107). 

111. Finalmente eseguendo le operazio- 
ni indicate dai segni esistenti in ambi i 
membri della equivalenza, essi divengono 
identici , c quindi 

Dicesi ilà una uguaglianza ili 

quantità , le quali non solo convengono nel 
valore , ma nell' aspetto pur anche. 

Tale è l'espressione (I)) al (§. 107). 

112. Non essendovi difficoltà uleuna nel- 
la parte pratica de’ problemi, cioè nella 
esecuzione delle operazioni aritmetiche che 
si trovano necessarie al conseguimento del 
valore dell’ incognita , noi riguardiamo co- 
me sciolti i problemi, quando siamo giunti 
a conoscere quali sieno le operazioni che 
debbono sulle quantità date eseguirsi , os- 
sia quando si è soddisfatto alla loro parte 
teorica, die abbraccia le due seguenti o- 
perazioni . 

i. La Traduzione dell’ e- 
» linciato in equazione che 

è la espressione in note algebriche del rap- 
porto d' uguaglianza offertoci dalle condizio- 
ni del problema . 

li. La 9! Isolazione dell’ e« 
qirazione ossia 1' isolamento delle in- 
cognite che è il metodo e i insieme delle o- 
perazioni che si praticano per giungere dal- 
i equazione data dal problema alla finale , 
ad oggetto di isolare le incognite dalle altre 
quantità note con mi trovanti avviluppate . 

113. Ad oggetto di aver poi una nor- 
ma per conoscere con quali metodi si pos- 
sono risolvere tante e sì diverse equazio- 
ni, in che si traducono infiniti problemi di 
varia indole c forma, gli Algebristi hanno 
riconosciuto utile il dare ad essi una clas- 
sificazione . Si sono infatti distinti i pro- 
blemi e le equazioni per rapporto al nu- 
mero delle incognite , che sono nell’ equa- 
zione introdotte . Si sono chiamati ad una 
incognita , se nella loro espressione alge- 
brica è impiegata un’ incognita sola, o per- 
chè realmente una cosa sola si cerchi , o 
perchè se più se ne cerchino , sono sì e- 
v ideali i rapporti che hanno ad una inco- 
gnita tutte le altre , che colla massima fa- 
cilità possono esprimersi e por mezzo di 
essa determinarsi . Si sono chiamali pro- 
blemi a duo incognite quelli nella cui al- 
gebrica espressione sono realmente con- 
trassegnale due incognite ecc. Si sono di- 
stinti i problemi , c lo equazioni anche iu 
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gradi , eie si son falli dipendere dagli e- 
sponenti delle incognite . Si son delti di 
1° grado , quando non solo dell' equazione 
in cui si è tradotto il problema , ma in 
tutte quelle ancora che ne derivano prima 
di giungere alla finale, non vi sia termine 
che contenga più d’ un fattore incognito; e 
si sono dette di 2° di 3", di i * grado, se 


il 2, il 3, il 4, esprima il numero dei fattori 
incogniti o eguali o diversi che si trovano 
nel termine, che ne ha più di tutti. Qui però 
non trattiamo che delle equazioni di 1» gra- 
do ad una e a più incognite; e dando prin- 
cipio dalle equazioni ad una incognita sola, 
parliamo I. della traduzione dei problemi in 
equazione e II. della loro risoluzione. 


Traduzione dei problemi in equazione 


Ili. Rapporto al tradurre in equazio- 
ne i problemi e non solo di primo, ma di 
qualunque sia grado, è a notarsi che in 
alcuni di essi dalla loro enunciazione me- 
desima è manifestamente espresso il rap- 
porto d’ eguaglianza che deve tradursi in 
equazione , e allor ditesi esplicito : in al- 
cuni altri questo rapporto è implicito , non 
vien cioè presentato direttamente dalle con- 
dizioni del quesito , ma fa d' uopo che il 
calcolatore il tragga fuori per così espri- 
mermi dalle loro viscere, o il formi coi mate- 
riali che le condizioni stesse gli sommi- 
nistrano . 

Per riuscire poi in ambedue i casi a 
tradurre facilmente in equazione i proble- 
mi, giova esercitarsi nel formare delle e- 
quazioni a capriccio , e quindi consideran- 
dole come provenienti da un problema , 
trovarne 1’ enunciato col tradurle nel co- 
mune idioma; e giova poi far l’inverso, 
tradurre cioè in caratteri algebrici l’enun- 
ciazione dei problemi , cominciando dai più 
facili , perchè col molto far pratica nel 
passare dal linguaggio algebrico all’ ordi- 
nario , e viceversa, giungiamo ad addo- 
mesticarci colla scrittura del calcolo, e ci 
formiamo quell'occhio e criterio algebrico 
che in tali casi è necessario . Acquistata 
quest’ abitudine , quando ci vien presen- 
tato un quesito anche assai complicalo, do- 
po di averlo letto attentamente , fa d’uopo 
distinguere le quantità note dalle incogni- 
te , notando le prime o con numeri, o let- 
tere , e sempre con lettere le seconde ; e 
poscia tornando a legger di nuovo , giova 
tradurre in scrittura algebrica, di mano in 
mano che si notano , le successive condi- 
zioni'; e quindi in modo ordinarle da dar 
luogo ad una eguaglianza. Quando ciò siasi 
fedelmente eseguilo, il problema è tradotto in 
equazione ; e allora poi certi saremo di non 
aver trascurala alcuna delle condizioni del 
quesito, quando ci saremo assicurati di avere 
per mezzo delle medesime algebricamente 


indicato che la x debba subire tutte quelle 
operazioni che si faranno sul numero ri- 
chiesto , quando dopo averlo trovato, pas- 
seremo a verificare se al quesito soddisfi. 

Ilo. Così operando , se trattisi di pro- 
blemi in cui il rapporto d' eguaglianza è 
esplicito , senza artifìcio alcuno troviamo 
convcrtito l'enunciato in equazione, come 
nel seguente esempio possiamo verificare. 
(( Claudia interrogala in pubblico sulla età 
sua , e de' suoi tre figli , dopo averci an- 
nuncialo che il figlio maggiore ha 20 anni, 
il secondo ne ha fi , il terzo ne ha 4 , 
soggiunge clic la sua età, più il quadrato 
dell’ età del tìglio maggiore moltiplicato per 
l’età del secondo, e diviso pel quadrato 
dell' età del più piccolo , è uguale ai qua- 
dralo dell’ età del maggiore diviso per l’età 
del più piccolo, più la di lei stessa età mol- 
tiplicala pel quadrato dell’ età del medio , 
c divisa pel quadralo della età del minore.» 
Stabilite infatti le seguenti denominazioni. 

Età delta madre — x 

Età del figlio maggiore anni 20 m e 
Età del figlio medio . . 6 = r 

Età del figlio minore . . . 4 = a 

tosto il problema traducesi nella seguente 
equazione 

c 2 r c 2 r*.r 

r-p- — = * -1 — 

a 2 a a 2 

Se poi trattisi dì problemi in cui il rap- 
porto di eguaglianza è implicito, come per 
es. nel quesito poco fa esposto « Di quanti 
uomini risultava un' armata, della quale '/* 
i rimasto sul campo , t / s sono fatti prigio- 
nieri , e 1400 sono fuggiti » in tal caso 
affitte di riuscire nell’ intento , conviene a- 
doperarsi prima di ogni altro a trarre dallo 
condizioni il Rapporto di eguaglianza che 
non è espresso ; ed in questo esempio è 
ben facile 1’ accorgersi che il numero dei 
soldati che costituivano 1' armala è uguale 



al numero totale dei morti, dei prigionieri 
e dei fuggiti . Vi sono però dei casi nei 
quali fa d’ uopo ancora ricorrere ad arti- 
fici per estimar fuori dalle condizioni il 
rapporto d’ eguaglianza, artifici che variano 
* 
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col variare dello condizioni stesse , sicché 
nou dipendono da regole generali, ma solo 
da una certa penetrazione di spirilo, al cui 
sviluppo e incremento contribuiscono c il 
lungo esercizio, e la varietà degli esempi. 


Risoluzione generale delle equazioni di primo grado 

AD UN' INCOGNITA 


116. Quando l'enunciato del problema 
è tradotto in equazione , convicn passare 
alla sua risoluzione ; e le regole generali 
per di cui mezzo , data un’ equazione an- 
che la più intricata, si giunge alla finale, 
in cui la x sia sola in un membro, e nell’ 
altro vi sicno quantità tutte note, sono ap- 
poggiate ai due assiomi seguenti : 1° As- 
sioma. I due membri di un' equazione resta- 
no eguali, se ad entrambi si aggiungano o 
si tolgano quantità eguali . 11° Assioma. I 
due membri di una equazione restano eguali 
se ambedue si moltiplichino o si dividano per 
una medesima quantità . 

Conseguirne del lo assioma . 

1 17. Data 1’ equazione x+c = m , se 
c’interessi togliere -q-c dal 1" membro in 
modo che prosegua ad essere uguale al 2°, 
conviene che togliamo -t-c anche dal 2°. 
Facendo perciò la effettiva sottrazione di 
-t-c dal 1* membro, od indicandola nel 2°, 
abbiamo x — m — c. Si trasporta dunque un 
termine che sia affetto dal -+- da un mem- 
bro all’ altro senza alterare la verità della 
eguaglianza , cambiandogli il segno . 

Data la x — c = m , se c’ interessi che 
la x resti sola nel primo membro, convicn 
togliervi il — c. Oratogliele — c è un to- 
gliere la sottrazione algebrica dei termine c, 
sottrazione ebe si era fatta alla .r perchè di- 
venisse uguale alla m, il che è lo stesso che 
dire, aggiungere c al 1° membro. Or se 
mentre togliamo — oal 1“ membro veniamo 
ad aggiungervi c ( §. 22 ) volendo poi ebe 
il 1° membro rimanga eguale al 2°, con- 
vien che al 2° ancora aggiungiamo la stessa 
quantità e; cosicché otteniamo x = m-q-c. 
Allo stesso risultato giungiamo , se mate- 
rialmente ad ambi i membri dell’ equazio- 
ne x — c = m si aggiunga -1-c . Si ottiene 
infatti x— c+c =■ m+c che si riduce alla 
x = m-t-c . Si trasporta dunque un termine 
affetto dal — da un membro all’ altro senza 
alterarne V eguaglianza , cambiandogli il 
segno . 


118. E in una accogliendn queslc due 
regole , e ripetendole per qualsivoglia ter- 
mine ci piaccia in una equazione che ne 
abbia molti, conchiuderc possiamo, che se 
ne interessi di togliere uno o più o tutti i 
termini di un membro , senza alterare la ve- 
rità della eguaglianza , basta porli nell' al- 
tro col segno opposto . 

Cosi avendosi 

2.r-f-3em- — 3o = jr-t-irm 2 

trasportando 3cm- — 3a dal 1» nel 2° mem- 
bro e la x dal 2® nel 1 • , otteniamo. 

ar = cm 2 4-3a 

Così avendosi 

a: -1-2 m" — e — 3m : — 2 c+f — 3A 

trasportando tutti i termini del 2° mem- 
bro nel 1® , lo che suol direi ridurre la 
equazione a zero , otteniamo 

x — /"-t-3 A = 0 

E poiché in questa equazione ridotta a 
zero il sinistro membro è zero, c non può 
esser zero un assieme di termini , se la 
somma dei positivi non sia uguale a quella 
dei negativi , ovvero se la somma delle 
quantità poste non sia eguale alla somma 
di quelle che si debbono sottrarre, ne segue 
che nel sinistro membro delle equazioni a 
zero , sempre la somma dei termini positivi 
è uguale a quella dei negativi ; e quindi 
nel nostro esempio , abbiamo 

x+c+3h = m-+f. 

Collocando tutti i termini di un membro 
nell’ altro , c viceversa , la equazione —x 
-4-c = m— n diverrà (§. 118) — m+n = 
x — c ; e ponendo ora il 2® membro nel 
posto del 1® e viceversa , avremo x — o 
= — m+n, equazione che confrontata con 
la prima ci prova che la eguaglianza sus- 
siste se si cambi segno a tutti i termini del 
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1° e 2® membro (a). E a questa operazione 
si ricorre quando interessi di aver positi- 
vo un termine che nella equazione è ne- 
gativo , o viceversa . 

119. Egualmente il sinistro membro di 
i ma equazione a zero rimane zero, se venga 
cambiato il segno a lutti i suoi termini . 
Ed in vero non per altra ragione il sini- 
stro membro di una equazione è — 0 se 
non perchè la somma dei suoi termini po- 
sitivi è uguale a quella dei suoi termini 
negativi , ed è ben chiaro che quando il 
minuendo è uguale al sottraendo si ha per 
residuo zero anche allorquando si prenda 
per minuendo il sottraendo e viceversa (è). 

Conseguenze del II® .Assioma. 

Se ci piaccia , senza alterare la verità 
di una equazione, eliminare il coefficiente 
di un di lei membro (c (ale dicesi un fat- 
tore qualunque che esista nell' unico ter- 
mine da cui il membro è .costituito quan- 
do è monomio , o quel fattore che è co- 
mune a (ulti i termini del membro stesso 
quand'c polinomio) siccome il membro in 
cui esisteva il fattore che si sopprime , in 
grazia di questa soppressione viene ad esser 
diviso per quel fattore, cosi basta che per 
quello stesso fattore dividiamo pur 1' altro 
membro. In tal guisa abbiamo quoti di 
quantità eguali divise per una medesima 
quantità , e perciò eguali . Così avendosi 
mx = a , c volendo liberare la x dal co- 
ellìcientc m , avremo x = . Così pure 

avendo cr-Hn-r = a, ossia x(c-f-m) =: a, 
otteniamo x = a l, e+ nti- Viceversa se ci 
piaccia eliminare il divisore di un membro 
senza che la verità dell' equazione sia al- 
terata, è d’ uopo per esso moltiplicar l’al- 
tro membro , giacché così ambi i membri 
eguali moltiplicali per una stessa quantità 
danno prodotti eguali . 

Così m = a j y diviene mq = e 
c — ''/h+s diviene (u-t-s)c = r . Da ciò ri- 


fa) Così se avessimo — 3-s— 7 43 — 9, cioè 

A = 4, cambiando, i Segni a tulli i termini, ab- 
biamo -f-3 — 7 = — 43-4-9 cioè — 4 = — 1. Or 
se cinesi'’ ultima espressione non è a rigore lina e- 
guaglianza di quantità, perché — 4 esprime nell’ uno 
e net altro membro Sottrazione di quantità e non 
quantità (§.45) ed atiro non ei significa ebe quando 
ad amili i membri venga aggiunta una eguai quan- 
tità e tale, da poter nell’ uno e nell’ altro eseguire 
la indicala sottrazione del 4 , i residui stranilo e- 
guati , è altresì vera che questo è un fallo di cal- 
colo il quale può giovarci , perchè se nella espres- 


sulta che si può eliminare il eoe/ficienle n il 
divisore di un membro eoi porlo come divi- 
sore o coefficiente dell’ altro . 

120. Se poi nc piaccia di eliminare una 
quantità qualunque, p. e. la r che esista 
nei denominatori di qualche termine di una 
equazione, conviene distinguere due casi : 
1. quando ciuò si trovi la r nei denomi- 
natoli non legata ad altre quantità per 
mezzo di addizione o sottrazione, ma o so- 
la, o costituente un loro fattore: il. quan- 
do essendovi denominatori polinomii , la r 
sia fattore d' un qualche termine soltanto 
di essi . Net 1. caso conviene moltiplicare 
per la r soltanto ambi i membri dell’ equa- 
zione; poiché in tal guisa (conservandosi 
1’ eguaglianza fra i membri ) facciamo si 
che col ridurre alla menoma espressione 
ogni termine , sparisca dal denominatore 
quella r, che appunto per quest’ oggetto 
abbiamo introdotta come fattore nel nume- 
ratore d’ ogni termine. Cosi l’equazione 
“/sr — c Jm — a /cr -hr, coll’ indicato espe- 
diente diventa "/» — cr l m s=. tt / c -+r a . Nel II. 
caso poi conviene moltiplicare ambi i mem- 
bri non pel prodotto di tutti i denomina- 
tori, il che alle volle renderebbe i risul- 
tati troppo complicali, ma pel prodotto che 
nasce dal moltiplicare tulli i soli loro di- 
versi fattori polinomii (in cui sia la r) tra 
di loro, e con la r se mai essa r sola c- 
sista ancora come fattore in qualche deno- 
minatore monomio, giacché trovandosi cosi 
nel numeratore di ogni termine e la r e 
ogni fattore polinomio di cui la r è una 
parie , allorché si fa la riduzione, dee cer- 
tamente sparire in ogni denominatore o la 
r o il fattore polinomio che la contiene . 
Cosi avendosi Va +“lcr- J r'‘/a(m-n = ‘/('"■ki 
-+-“/(«— r) — c /*r* il prodotto di r c di lutti 
i diversi fattori polinomii contenenti r ò 
r(m — r ) (m+r) »t a r — r 3 . Per questa 

quantità moltiplicando ambedue i membri 
dell' equazione, ossia ciascuno dei loro ter- 


sione equivalente alla — 4 ss — 4 ossia nella 3 — 7 
= — l3-j-9 fosse ignoto il primo termine, si aves. 
se cioè x — 7 = — 43-f-9 , noi isolatolo la x cou 
aggiunger 7 ai due membri (cosicché quella or 
mentovala sottrazione possa aver luogo che prima era 
ineseguibile ) passiamo ila quel fallo di calcolo, ebo 
non ci esprimeva per sé cosa alcuna interesaante, sdì’ 
utile equazione finale x — 13 -4-9 -4-7 = 3. 

\b) Così essendo 40 — 4 h- 2 — 8 = 0, cambiando 
i segni a lutti i termini , abbiamo — 40-4-4 — 2-f-8 
= 0 (lercliè come -4-(-4-tO-t-2; — (4-4-S) = 0, co- 
sì egualmente — (40-J-2) -4-(4-4-8 j = 0. 
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mini e poi riducondo alla menoma espres- 
sione quelli che nc sono susceltihili ( lo 
che può farsi ad un tratto col moltiplicare 
il numeratore di ciascun termine fraziona- 
rio pel prodotto di lutti i delti fattori ad 
eccezione di quello, se vi è, che esiste nel 
proprio denominatore ed in cui si cancel- 
la ) risulta 

.. . a(m J — r*) afrar-H'») 

c a 

— mr — r J ^-a'mr-4-r , ) — c /*(m , --r*) . 

121. Conseguenza del 2* assioma si è 
pure che nelle equazioni ridalle a zero, ri- 
man sempre il primo membro eguale a zero, 
se tulli i suoi termini si moUiplirhino o si 
dividano per una slessa quantità. Ed in vero 
se in queste equazioni il primo membro è 
uguale a zero perchè la somma dei suoi 
termini positivi è uguale a quella dei ne- 
gativi , queste dne somme poi rimarranno 
eguali e daranno zero di risultato, se ver- 
ranno moltiplicate o divise per nna stessa 
quantità, siccome accade quando a questa 
operazione si assoggettano tutti i termini 
che costituiscono il 1° membro. Così aven- 
dosi nr-fac — m = 0, moltiplicando il 1° 
membro per m otteniamo flmx-t-acm — m 2 
= 0; e dividendo in vece per a, ottenia- 
mo x4-e — m \ a = 0. 

Formola generale 

delle equazioni ili 1 0 gratto a un’ incognita, 
sua risoluzione ecl analisi . 

122. Posti questi princìpi , per dare a 
qualunque equazione di 1® grado a una 
incognita la medesima forma, c la piti sem- 
plice non solo ma la più analoga ancora 
a quella che dagli Algebristi suol darsi 
alle equazioni di lutti i gradi nella loro 
generale teoria, giacché non v’ è nell’ in- 
segnamento cosa che sia più giovevole dcl- 
I’ uniformità accompagnata dalla precisione, 
conviene 1® fare sparire la x dai denomi- 
natori , se mai in essi esistesse : 2° con- 
viene poi recare nel primo tutti i termini 
che sono nel secondo membro, sicché des- 
so divenga zero ; e ciò fallo è chiaro che 
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il 1® membro non risulta che di due sole 
sorte di termini , cioè dei noti e di quelli 
che hanno per fattore la x. Tutti i termini 
noli affetti da! 4- o dal — interi o fra- 
zionari clic sicno , possono riguardarsi co- 
me costituenti un tutto polinomio che po- 
tremo esprimere per a . Per rapporto poi 
all’ altra sorte di termini, per rapporto cioè 
a quelli che hanno per fattore la a-, po- 
nendo in evidenza la x, quando essi ter- 
mini sono più d’ uno , e chiamando e la 
quantità monomia o polinomio per la quale 
è moltiplicata la x , che perciò difesi il di 
lei coefficiente , è chiaro che potremo espri- 
merli tulli per ex. Quindi qualunque più 
intricata equazione di 1“ grado a un inco- 
gnita potrà prendere questo aspetto gene- 
rico ex4-« = 0. 

Ora per dedurre da questa equazione 
generale , per la quale tutte possono rap- 
presentarsi le equazioni di 1® grado a una 
incognita sola , il valore di x, portiamo 
4 -a nel 2® membro ed avremo (§.118) 
ex — — a : dividiamo ambi i membri per 
e ed avremo .r = — ®/ c : cioè l’ incognita 
è ugnale all’ assieme delle quantità note , 
prese tulle col segno opposto a quello che 
hanno nella formola generale, diviso pel 
coefficiente dell' incognita stessa [a). 

E che realmente — */« sia il valore della 
x, nc abbiamo una riprova sostituendolo 
alla x nella equazione generale , giacché 
essa allora convcrlcsi nella equivalenza 
crX~*/c4-a = 0, 
donde risulta — ' ,c /c+(t — 0 
e quindi — a-Hi — 0 
e finalmente l’ identità 0=0 
Ed ecco avvicinate per le equazioni di 1® 
grado ad un' incognita le quattro seguenti 
uguaglianze . 

Formola generale cx4-a = 0 

Equazione finale x = — - 

e 

_ — a . 

Equivalenza cX H» = v 

c 

Identità' 0 = 0 


(«) Che se poi piacesse di non ridurre I’ equa- 
zione a zero , ma ili considerare in rece le quanti- 
li note come esistenti tutte nel 2° membro ( lo Che 
può lenissimo praticarsi , mentre I* equazione si è 
ridotta a zero unicamente perchè siavi uniformità 
con le formule generali delle equazioni dei gradi 


superiori ) in tal caso conrien dire che la formola 
generate è ex = a e la finale è xxxaj c ossia la 
x è ugnate all’ assieme delle quantità note prese 
con lo stesso segno rhe hanno netta formola gene- 
rate , diviso pel coefficiente di x . 
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123. Di queste forinole passiamo ora 
all’ analisi , e cominciamo dal tener per 
fermo che la x è sempre affetta dal 4- 
reale ossia che ciò che si ricerca è cosa e 
non sottrazione di cosa , Ed in vero non 
solo in tulli i quesiti nei quali trattasi di 
trovare una cosa che vada posta od ag- 
giunta ad altre , ma in tutti i quesiti pur 
anche nei quali si tratti di trovaro una 
cosa che vada sottratta da altre, ciò che si 
cerca è sempre affetto dal 4 - . Quantun- 
que della cosa cercata debba farsi sottra- 
zione , non v’ è mai uso di cercare di che 
quantità dobbiamo far sottrazione , non vi è 
mai l'uso di concepire la nostra ricerca in 
guisa che ne sia soggetto la sottrazione della 
cosa , ma siamo solili a ricercar sempre la 
cosa che si debbe sottrarre: in breve non 
si cerca mai — x , ma 4-- r ; c tanto è vero 
che esigendo 1’ enuncialo che la cosa cer- 
cala sia sottratta , noi in quella equazione 
particolare che nc è la traduzione , scri- 
viamo — x , e modifichiamo i termini del- 
l’ equazione in modo che senza alterarne 
la verità , si giunga ad avere nella equa- 
zione finale la x sola affetta dal 4- (a). 

124. Dimostrato cosi che il segno da cui 
c affetta la x nella equazione finale è sem- 
pre il 4- reale , avvertiamo poi che alge- 
brico è il segno 4 - che precede tanto la 
quantità nota a che il c coefficiente della 
x, potendo essere affetto dal 4 - 0 dal — 


fu) Cogl nel problema « Quanti anni sono scor- 
si da che V età del Jiglio or quindicenne fu il 
quarto dell' età del padre che ha 48 anni » noi 
cerchiamo gli anni che si debbono togliere all’ at- 
tuate età del padre e del figlio . Ciò non ostante , 
sebbene le condizioni esigono che la cosa cercala 
debba sottrarsi , la cosa cercala x è sempre appun- 
to cosa ; e diciam pure per pleonasmo è cosa po- 
sitiva . Ed appunto perché la a: è cosa positiva , e 
perchè questa cosa positiva noi dobbiamo togliere 
dalla età ilei padre e del figlio, la scriviamo col se- 
gno — netta traduzione dell’ enuncialo in equa- 
zione così 

48— r = 4(15— r) 

donde la equazione finate r — ]a quale ci 
esprime ebe la quantità ( e aggiungiamoci pure l’i- 
nutile epiteto di positiva ) la quantità |msilira, qua- 
le è la somma degli anni a sottrarsi dalle attuali 
età del padre e del figlio, è 4 anni . 

E tanto è vero che la cosa elle cerchiamo è sem- 
pre cosa , ed è perciò positiva , che se mai fosse 
accaduto che I' equazione finale ci avesse dato per 
risultato — 4 come avvenuto Barellile se il padre a- 
vesse ora anni 72 e non 43, ben erralo andrebbe 
chi credesse che il risultalo — 1 esprimesse clic 


reale a tenere delle condizioni dei diversi 
problemi ; ed appunto riguardo avendo al 
segno da cui e l'a, ed il coefficiente c so- 
no affetti , ed al loro valore o alla loro 
nullità, a cinque diversi casi dà luogo la 
forinola generale cr4 -a = 0 . Può darsi 
infatti elio 1. c ed a abbiano segno reale 
diverso, II. che 1' abbiano eguale, III. che 
sia solo c = 0, IV. che sia solo a = 0 : 
V. che sia c = 0 ed a~ 0. Esaminiamoli. 

125. I. Nei due seguenti modi e cd t 
possono avere segno reale diverso 

(A) 4-e.r — a = 0 
, (B; — c.r4-a = 0 

Ma la (B) senza alterarsi può cambiarsi in 
in |A) cambiando il segno a tulli i termi- 
ni (§. 119) ; e dalla (A) risulta x = 4-*/c. 
Dunque quando a c c hanno seguo diverso 
l' incognita è positiva, ossia ha un valore; 
e questo è I’ unico dei cinque casi in cui 
a rigore il problema è risolvibile. 

Esempio. Quanto era il patrimonio di Ca- 
jo , se tutto consiste nella metà che ne ha 
avuta l erede, nel terzo dato alla moglie 
e tu lire 100 date al domestico ? 


a- = r /j4- r /a 


100 

* _ */,— 

= 

100 

(i-V.-VzJt- 

= 

100 

100 


100 

X ' 

(l-V.- 

Va) 

*/« 


dobbiamo sottrarre anni 4 dall' dà del padre e del 
figlio. Sostituendo iulàlli — I al — x nell' equazio- 
ne che esprime I’ enuncialo del problema 
72 — x — 4(15 — x) 

ci- accorgiamo toslo che le condizioni non Sono sod- 
disfatte , e quindi ci avvediamo che x erz — 4 è 
I* indicazione di un assurdo , è l’ i ndicaziune cioè 
che la quantità jmaitiva -f-r, numero itegli anni ebe 
vogliamo |iui sia sottratto dall' età del padre e del 
figlio, e clic perciò poniamo in islalo di sottrazio- 
ne nell’ equazione in cui è sialo IruttoUo l’ enun- 
ciato scrivendo — (-t-r) ossia — x ncn v* è, perchè 
non v' è risultato positivo ; e poiché in sua vece 
la equazione finale ci dà -f-r xz — 4 , questa ci 
avverte che il -h* cercalo è — 4, ci avverte cioè 
che dovevamo porre nell’ enunciato non — (+*) 
ma — ( — x) . In Somma — 4 ci «lice rbc gli anni 
che noi credevamo di dover sottrarre sono un im- 
possibile : che gli anni sono 4 , ina che in vece di 
sottrarsi come l’enuncilo esprimeva, è d’uopo 
che sieno aggiunti perchè se dobbiamo porre — 4 
in vece di -f-x , dobbiamo perciò porre -f-4 in 
vece di — x e che perciò la condizione in vece di 
essersi verificaia quattro anni indietro come suppo- 
invasi , andrà a verificarsi da qui a quattro asmi. 


D 





1 26. II. Quando c cd a hanno Io stesso 
scolio reale, la cosa che cerchiamo è im- 
possibile clic esista sotto le volute condi- 
zioni: e ciò ci si fa manifesto lanlo se con- 
sideriamo la forinola generale applicata al 
nostro caso , che la sua risoluzione . Nei 
seguenti due modi possono e ed a avere 
lo stesso segno : quando cioè si abbia 

(D) -t-cx+<i = 0 

(E) — ex — a = 0 

Ma E (E) senza alterarsi viene trasformata 
in (D), cambiando il segno ai suoi termini; 
e Italia (D) risulta x = — "/ r : dunque 
quando a a e hanno lo stesso segno, sem- 
pre si ha -f-c.i-t-9 = 0 equazione con che 
si esprime I' assurdo che /' assieme di due 
quantità è uguale al nulla ; e si scende al- 
la finale x — — "/e con la quale l’ altro 
assurdo indichiamo clic una cosa è uguale 
alla sua sottrazione. Ed in vero finche con- 
sideriamo la quantità negativa — *•/<? isolata 
e non in relazione d' uguaglianza con al- 
tra quantità, il — "j c come abbiamo già ve- 
duto (5. Iti. Nota) esprime realmente un 
concetto , ci indica cioè che debbo sottrar- 
si ■+"/<•; e manca il minuendo su cui po- 
tere eseguire la sottrazione : ma quando al 
— "le facciamo uguale una quantità quale e 
la .r , e diciamo x — ~"/ c , noi non es- 
primiamo un concetto , ma un assurdo , 
noi diciamo di cercare una cosa quale è 
la x, ammettiamo perciò I' esistenza di que- 
sta cosa cercata , ma pretendiamo in pari 
tempo che questa cosa non c.-i-ta perchè 
la vagliamo uguale al residuo d' una sot- 
trazione che le condizioni del problema 
esigono che non possa eseguirsi per man- 
canza di minuendo . E’ assurdità ci si 
fa ugualmente manifesta , se rifie'.tiamo 
die a- — —"jc è lo stesso che x — ; ' — x. 
La contraddizione nei termini è in questa 
espressione ben chiara ; poiché essendosi 
stabilito die ciò che si cerca sia sempre 
una cosa, T equazione ci dice che ad og- 
getto siena soddisfalle le condizioni del pro- 
blema, e d’ uopo clic la cosa che si cerea 
sia uguale alla sottrazione di sè stessa , è 
d’ uopo cioè che la cosa clic si cerca sia 
ciò elio non si cerca, patentissimo a-surdo. 

Ma questa stessa contraddizione che ha 
luogo in lutti i problemi nei quali e cd n 
hanno il medesimo segno , ci fa strada a 
correggere l’assurda richiesta con un cam- 
biamento clic trasformi il problema ( die è 
impossibile perchè esigo -+-cx+a = 0 ) 
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nella natura di quelli del 1° caso (§123) 
che sono risolvibili perchè esigono — 

= 0. Que-la trasformazione dall’impossi- 
bile nel reale altro non esigendo ( come 
risulta dal confronto delle esposte due for- 
mule ) se non che venga convertilo il solo 
-4-rx in — ex, e rapppresenlando ex l’ as- 
siemo di tutti i termini clic contengono 1’ 
incognita, ognun vede clic l’intento si ot- 
tiene col modificare le condizioni in modo, 
se la natura del problema il pennella, che 
venga cambialo il seguo a tutti i termini 
che contengono la x . 

127. Questa possibilità di soluzione mer- 
cè I - indicato facile cambiamento che i pro- 
blemi ricevono anche quando la x ha un 
valore negativo, ha fatto sì che gli Alge- 
bristi abbiano d ito a queste soluzioni il 
nome di soluzioni negative. Coll’ usar dun- 
que la laconica espressione che un pro- 
blema ha una soluziouc negativa, veniamo 
ad esprimere questo concetto . FI cosi detto 
valore negativo di x mentre ci dimostra l'as- 
surdità del problema , ci prova in pari tem- 
po , che può avere una soluzione quando il 
suo enunciato sia modificabile a tenore del 
cambiamento del segno fatto in tulli i ter- 
mini in cui etisie i incognita . E ben si 
avverta elio dicendo « la soluzione negati- 
va riferirsi al problema modificato » venia- 
mo a dire che si riferisce ad un problema 
che sebbene vi dipenda, a rigore però, più 
non è qitcìlo che vedovasi sciogliere. Con- 
chimliamo dunque, clic quando nella for- 
inola generale a zero ridotta , hanno la e’ 
e 1’ a segno uguale , i! jìroblema è assurdo : 
ma spesso l'Algebra ci suggerisce la solu- 
zione di un problemi che vi dipende. 

123. Estendo. Area Marco un patrimo- 
nio , di cui 3 * al figlio , ed , j t più lire 100 
lasciò alla moglie . A quanto il patrimonio 
ammontava ? Il risultato è lire — 1200. 


Abbiamo infatti x = ^.v-t-'/jC-l-lOO, 
doudo (1 — 3 / 4 — ‘/ 3 )x = 100; 


ossia — '/,,x = 


100 

~‘/l2 


cd x 


100 

= —1200 


E con questo valore negativo — 1200 
1’ Algebra tosto ci rende avvertili essere 
un’assurda condizione il distribuirsi del pa- 
trimonio in guisa, che dopo i s / r , dati al 
figlio, ne rimanga */ s più lire lUOperla 
moglie. E I’ Algebra stessa , mentre ci fa 
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toccare con mano 1’ errore , che ci è sfug- 
gito, di supporre che dopo aver tolto ad li- 
na cosa i 3 / 4 , possa rimanerne */ 3 c 100, 
(mentre no» ne può rimanere che */ % ) il 
modo pure ci suggerisce di correggere lo 
sbaglio commesso , facendoci cambiare il 
segno a lutti i termini in cui esiste la x 
nella equazione in cui si è tradotto il pro- 
blema. Essa con questa mutazione sempli- 
cissima passa tosto ad indicare non piu un 
assurdo , ma una verità . Diventa 

— x = — 3 /,j — ' j.r -4-100, ossia (§.118) 
(A) x = */nX-+- l j 3 x — 100, 
donde x = 1200. 

E modificando le assurde esposte condi- 
zioni a tenore della equazione (A), può 
dirsi essere essa la traduzione algebrica di 
questo problema » Quant' era il patrimonio 
di Marco, se 3 / 4 ne ha donato al / iglio , e 
se al rimanente che ha donato alla moglie 
non mancano che lice 100, perchè possa 
dirsi che il dono fallo alla Moglie è ugnale 
al terzo del patrimonio medesimo? («) . 

129 III. Quando c = 0, cosicché la 
forinola generale diventa x>C0 -Hj = 0 
donde x = — “/ a , il problema c assurdo; 
c tale ce lo dimostra l' equazione generale, 
e la sua risoluzione: ce lo mostra l'equa- 
zione generale, perchè essa esigerebbe che 
la x mai presa, più o meno una quantità a 
sia zero, ossia che il porre, o togliere la 
quantità a sia non far nulla : ce la mo- 
stra poi l'equazione finale, poiché ivi la* 
è espressa da un quoto qual’ è — ; e il 
quoto è tal quantità che moltiplicala pel 
divisore che è zero debbe dare il dividendo 
che è — a . Or questo è impossibile, per- 
chè qualunque quantità moltiplicata per 0, 
ossia mai ripetuta dà sempre zero. E poiché 
questa impossibilità che lo zero ripetuto 


fa) Le condizioni così modificete si adattano 
assai meglio al problema primitivo di ({arilo clic ri si 
adalli la supposizione clic il — 1200 esprima no 
debito, sicronie opinerebbe rbi accordando al segno 
— la virtù qualificante , nel — I2C0 .elio vedere 
non sapesse (be f indicazione eli una cosa op- 
posta al capitale 1200. 

(b) Presso la comune ilei Matematici la for- 
molo tt ' 0 è P espressione doli’ infinito . Ma |vr {al- 
tere in ciò convenire , fa d’ uopo rinunciare alla 
massima die lo zero esprima la deficienza il* ogni 
qualsiasi quantità, ed ammettere in vero che (lussa 
adoperarsi pur am he jn-r i indicazione d' una quan- 
tità infinitesima . Posta questa inesattezza , ii quoto 


dia una quantità , sempre sussiste finché 
sussiste il c = 0 voluto dall’ ipotesi , nc 
segue che in questo III 0 caso il problema 
non solo è assurdo, come nel 11°, ma è 
un assurdo immodificabile . 

130. Esempio . Quant’ è il patrimonio di 
Marco , se viene distribuito in modo che il 
finito maggiore ne abbia la metà, l'altro ne 
abbia un terzo , ne abbia un sesto la mo- 
glie , e lire 100 il domestico? Fatto il pa- 
trimonio = .r, e 100 = c, IL RISULTATO 
è * = «/, = ‘ 00 / 0 . 

Ed in vero x = 4 ' a .r-4-‘ ' 3 .r-4-*/,*+« 
donde * = a / 0 = ,0 %. 

L’ eredità è dunque 400 'o , è cioè tal 
qoatttilà che moltiplicata per zero , ossia 
mai prosa, delibo dar 100. E questo è un 
assurdo immndificabile (A) . 

131. IV. Quando u=® cosicché la forinola 
generale diventa ex = 0 , donde * = % 
il problema è parimenti assurdo; e tale ce 

10 dimostra e 1’ equazione generale nella 
quale si pretende clic una cosa ( qual' è la 
cercala ) ripetuta più volte sia nulla, e la 
finale la quale ci annuncia, che il quoto 
che esprime la x è tal quantità % che mol- 
tiplicata pel divisore c dia per prodotto il 
dividendo zero, mentre qualunque quan- 
tità per quanto tenue si voglia , ripetuta 
un dato numero di volte dà per prodotto 
qualche cosa e non zero . E siccome que- 
sto impossibile v che cioè una cosa presa 
un dato numero di volle dia zero, sussiste, 
fino a cltè sussiste la condizione a —0 vo- 
luta dalla ipotesi , così iti questo IV. caso 

11 problema è assurdo immodificabile come nel 
Ili. Si cerca infatti una cosa ; e le condi- 
zioni esigono che la cosa non esista . 

132. Esempio. Pasquale pria minorenne 
giunto appena al possesso di due eredità ugua- 
li che ben pingui due zii gli lasciarono , gra- 


esprimendo il quante volli* una quantità iafini- 
l entrila è controllili io una quantità u può ben 
prendersi per infinito , perchè I’ infinitesimo è con- 
tenuto infinite volte in una quantità determinala 
qualunque . Perchè |n*rò I’ espressione generica a / 0 
esprima I* infinito , è nercssario iirmnellcre I ine- 
sattezza che una quantità infinitesima sia uguale a 
zero, e io secondo luogo è necessario che la’ e sia 
P indille della ricerca da ammettere I’ idea dell’ in- 
finito , come p. es. avverrebbe se si trattasse di 
teut[H> . In luti’ altre ricerche , e per cs. nel nostro 
caso , sarebbe certamente falso e ridicolo che per. 
essersi ottenuto x = a ; n , si dicesse ette 1* eredità 
di Marco è una quantità infinita . 
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tifica tosi « il benemerito tutore con */ s del 
proprio suo patrimonio a : dissipa */, 0 di a 
ih riaggi; e così con tutte le due uguali e- 
rcdità acquistate, non rimane possessore che 
della metà di a . A quanto ascenderà cia- 
scuna delle due eredità che gli ha consegnate 
il tutore ? li, risultato ò zero . 

Chiamala x ciascuna delle due erodila , 

abbiamo 2x-f-a = 
donde x = •/* = 0 

133. V. Finalmente quando c — 0 cd 
ó = 0 , cosicché la formula generale di- 
venta 0><x-f 0 = 0 , donde x — • ’» , il 
problema si verifica per qualunque valore 
che alla x si conceda. E cioè dimostrato 
dalla equazione generale nella quale si e- 
sprime che la cosa cercala debba e-sere tal 
quantità che moltiplicata per zero piii zero 
dia zero , cd è chiaro che ogni quantità 
verifica questa condizione ; e dalla finale 
la quale ci esprimo che il valore della x, 


Sì 

essendo il quoto %, è lai quantità, che mol- 
tiplicata pel divisore zero debbe dare per 
prodotto il dividendo zero ; e a questa condi- 
zione parimenti soddisfa qualunque numero. 
Perciò il problema non ha soluzione de- 
terminata . 

Esempio . Il patrimonio di Marco è la- 
sciato in eredità per la metà al figlio mag- 
giore , per un terzo al minore, per un se- 
sto alla moglie. A quanto esso ammonta ? 
Il ri-i'ltato è °/ 0 ossia è una somma qua- 
lunque . Infatti 

a- = */* ar-H/sS+Vr* 
donde (1 — */,— 4 / j— '/«)£ = 0 
e quindi x = •/, . 

131. Ed ecco in epilogo qui solfo espo- 
sti lutti i cinque diversi casi particolari 
( nei quali perciò si dà ai segni un valo- 
re reale ) che sono compresi sotto la for- 
inola generica x =s 


x = + n /c 

II 

1 

s. 

X = 7* 

X =3 *lc 

X = •/. 

Problema 

Problema 

Problema 

Problema 

Problema 

a soluzione 

assurdo 

assurdo 

assurti» 

a soluzione 

dot ermi nula 

modificabile 

im modificabile 

iminodifirabiltt 

indeterminata 

Risultato 

Risultato 

Risultato 

Risultato 

Risultato 

Il quoto «r uaa 

Una quantità 
uguale alla 

Una cosa che 

Una cosa che 

Una quantità ; 

quantità divisa 

mai posta dia 

posta qualche 

che mai presa j 

per un' altra 

sua Sottrazione 

una quantità 

volta dia zero 

dia zero 


ESERCIZIO 


Dopo di avere analizzato la forinola ge- 
nerale delle equazioni di 1° grado a una 
incognita, passiamo ad applicarla alla so- 
luzione di qualche problema . 

135. E prima d' ogni altro quello ci 
proponiamo risolvere che fu semplicemente 
enuncialo per dare un’ idea del modo con 
cui i quesiti vanno tradotti in equazione . 
La equazione piultoslo complicala che se 
ne ottenne (§.115) fu la seguente 

«V c a r*x 

x -+- — — = — •+■ 

a* a a 3 


e ponendo in evidenza la x, si ha 


(■ - S) 


'a- + 


c a r 


= 0 


equazione che è la slessa formola genera- 
le c.r-|-a = 0 , quando nllellasi che in 
questo caso particolare 


e = (1 


1.) ed a = ( 
o a 


c ? r 

a 3 ' 



orni' è che al caso nostro applicando la ri- 
soluzione generalo x == ~ a j c avremo 


trasportando tutti i termini del 2° mem- 
bro nel primo , si ha 





x ■+• 


c 3 r 

« a 


«* 


9 


r 3 x 


-• = 0 



« 


a- 
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E il risifltato 40 si ottime sostituendo allo 
lettere i «umori offertici dal problema al 
(5-110), sicché conchiudiamo, che anni 
40 è l'età della madre, e questo valore 
40 , vcdesi soddisfare alle condizioni del 
problema se ad a- sostituiscasi nella prima 
equazione (A) . 

111(5. Un pigro pillare si è obbligalo ad 
un larnro a condizione rii ricevete stipendio 
in ragione di lire 15 al giorno per tutto il 
tempo che dipinge, e di sborsare a ragione 
ili lire 5 al giorno per tulio il lempo che 
sta in ozio nelle ore 10 stabilite per la gior- 
naliera occupazione . Dopo 00 giorni riceve 
HI lire. Quante g%rnate Ita lavorato? Il Ri- 
sultato é giornale 16 -t-*/ s . 

In questo problema, implicito è il rap- 
porto (F eguaglianza , ma agevolmente si 
deduce dalle sue condizioni, riflettendo che 
lire 21 sooo 1’ eccesso delie lice guada- 
gnale sullo perdute, e son perciò eguali al 
guadagno meno la perdila. Ora 

Numero delle giornale di lavoro è x 
Numero delle giornate passato in ozio zzz 60 —x 
Lire guadagnate nei giorni di lavora zzi i 5r 
Lire perdute nei giorni di ozio — 5(60 — i) 

Ria le lire guadagnale meno le perdute 
sono 24: dunque 15r — 5(G0 — x) =21, 
donde x = ltì-H/j ($. 122). 

137. « Si promettono a un pescatore scu- 
di 7 per ogni tratta ih rete col pesce, a patto 
che dchbe pagarne 4 per ogni tratta in fal- 
lo . Dopo trenta tratte ha guadagnato scudi 
89. Quante sono state le trutte felici , e le 
ruote di effetto ? Il Risultato è chele prime 
sono siale 19, e 1 1 le altre ». L’indole 
di questo problema è simile all’anteceden- 
te, eppure se vi si applicassero i suoi nu- 
meri, sarebbe impossibile, perchè si avrebbe 
un risultalo frazionario che non può con- 
ciliarsi co) numero delle traile, come con- 
ciliasi col numero delle giornale. 


138 h L' età della figlia è attualmente la 
metà dell' età di sua madre : 13 anni fa ne 
era il terzo. Qual’ è i età di ambedue? Il 
risultato è che la madre ha 32 anni, e 26 
la figlia ». l’osta 1’ età della madre = x, 
l’età della figlia è x / 2 : l'eia della madre 
13 anni fà era a-— 13 : 1’ eli della figlia 
13 anni fà era xl 2 — 13; ma allora l’età 
della figlia era il terzo di quella della ma- 
dre: dunque x j 2 — 13 < r ~ «>/ 3 ; donde 

x = 52 e x /, = 26 . 

139. Se alle condizioni esposte aggiun- 
gessimo « che la figlia , la quale ora 
ha la metà , 13 anni fa aveva il quarto 
dell’ attuale età della madre » ponendo in 
equazione la condizione ora esposta, ab- 
biamo x / 2 — 13 = x / ì donde x = 32. 
Ben si vede perciò che quando i problemi 
a una incognita ri offrono tali condizioni 
che ci danno piu d’ una equazione, ci 
offrono più strade per la loro soluzione ; 
poiché da ciascuna equazione può dedursi 
1’ incognita. 

110. Ma se in vece della condizione ora 
esposta, si aggiungesse l' altra « elio men- 
tre ora l'età della figlia ò la metà, 10 
anni in dietro stala fosso un quarto dell' 
età che aveva allora la madre » questa 
condizione ci darebbe x / 2 — 10 = 
donde x = 30. In tal caso il problema, 
dalla condizione attuale è reso impossibile, 
poiché a tenore della prima condizione la 
madre ha 32 anni c 26 la figlia: a tenore 
poi di questa, la madre ne ha 30 c la fi- 
glia 13. L'una e l'altra di queste condi- 
zioni separatamente preso sono verificabili: 
insieme considerale sono poi incompatibili 
e assurde, non essendo conciliabile che 
1' età della madre sia di anni 5'2 c di anni 
30 ad un tempo, e quella della figlia di 
26 c (li 13. Quando dunque uu problema 
ci offre più condizioni , perchè sia risolvi- 
bile, fa d’ uopo che esse non si escludano 
mutuamente . 


RISOLUZIONE BELLE EQUAZIONI Bl 1° GRADO 
A PIU’ INCOGNITE. 


141. Dando principio dalle equazioni a 
due incognite sole , notiamo clic quando 
per a , e , ni , s’ intendano quantità qua- 
lunque , monomie o polinomio, , positive o 
negative, intere o frazionarie, la loro for- 
inola generale è ax+cy+m = 0 . Or se 
cerchiamo per primo il valore della x , c 
colle noie operazioni passiamo ad isolarla 


nel 1® membro , otteniamo x — j a 

equazione da cui non risulta, come in quel- 
le a un’incognita sola il valor della .v , a 
motivo dell' esistenza nel 2® membro dell' 
altra incognita y. Egualmente se nella stessa 
forinola isoliamo ij, otteniamo y—t— m —“ x >j c 
in cui parimenti il valore di y resta inde- 
terminato , perché il 2® membro che la c- 
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spriinc , contiene la incognita x . Se dun- 
que si ha un problema a due incognite, o 
le sue condizioni non ci danno che una 
sola equazione , noi siamo nella impossibi- 
lità di ottenere una sol.i soluzione deter- 
minili:), perchè 1’ espressione di qualunque 
delle due incognite isolata nella tinaie c- 
quazione , tiene inclusa 1' altra ; e perciò 
non fa che avvertirci , clic la x dipende 
dalla y, e la y dalla x in modo che cam- 
biando 1’ una di valore , necessariamente 
dee cambiarlo anche l'altra. I) medesimo 
ragionamento ha pur luogo nelle equazioni 
a tre incognite , la cui forinola generale ò 
e.r-t-<yHnz-+'n = 0 ; e cosi in quelle a 
quattro incognite cc. , cosicché conchiudia- 
rno che i problemi non sono mai risoli i- 
bili finche il numero delle equazioni è mi- 
nore del numero delle incognite . Quando 
però nei problemi a due sole incognite le 
condizioni ci danno oltre all'esposta anche 
un’ altra equazione a'x-\-c'y-\-m = 0 , c 
quando in genero si hanno problemi che 
ci dicno tanto equazioni quante sono le in- 
cognite, in tal caso il valore è, come ora 
vedremo, determinabile : c Ire sono i di- 
versi metodi che possiamo praticare per 
ottenerli, i quali lutti consistono nell' eli- 
minare, una alla volta le diverse incognito. 

I. Mi lodo ili elìminnziune . 

152. Il 1° metodo chcanvamo chiamare 
Metodo delle nuove equazioni formule con 
le diverse espressioni della incognita stessa , 
piuttosto elio metodo delle eguaglianze , ov- 
vero dei paragone, siccome piace a taluni, 
perchè queste de homi nazioni non valgono 
a caratterizzai lo , consiste nel dedurre da 
ciascuna equazione l' espressione di una 
sola c medesima incognita, clic si ottiene, 
isolandole al modo stessa che si farebbe se 
tutte le altre quantità fossero note : nell’ 
eguagliar quindi queste diverse espressioni 
della incognita stessa a duo a due, forman- 
do cosi tante equazioni meno una, quante 
se ne avevano in principio, c nel ripetere 
la stessa operazione sulle nuove equazioni 
ottenute , con che si viene ogni volta ad 
eliminare un’ incognita , finché finalmente 
si giunge ad una sola equazione con una 
sola incognita. Trovalo il valore di questa 
col metodo (§.122) , a questa, risalendo in- 
dietro, si sostituisce il valore trovato in una 
delle prossime equazioni ove le incognite 
sono due spie , c si ottiene il valore d'un 
altra iucoguita : il valo/e trovalo delle due 


33 

incognite si sostituisce in una delle altre 
equazioni ove le incognite sono tre , c si 
scuoprc la terza; c così di seguito. Ed cc- 
conc un esempio e in un problema (A) a 
due incognite c in un altro (B) a tre. 

153. (A). « Quante monete tengo chiuse 
nella mia sinistra e quante nella destra, po- 
sto che se al quintuplo di quelle che ho nella 
sinistra tu togli il triplo di quelle che ho 
nella destra hai 1 di resto ; ed hai di re- 
sto 13 se dal settuplo delle monete che ho 
nella destra tu togli il quadruplo di quelle 
che ho nella sinistra ? » Questo condizioni 
danno 

I. Sx— 3y =z 1 ; II. ly—ix = 13 
donde 

III. a: = SO + l>/ 5 ; IV. * e= 3'/, 

cd eguagliando lo ottenute espressioni di 
x , si ha 

= «V“« V) 

equazione ad una sola incognita , da cui 
ricavasi (§122) y = 3. Sostituendo poi 
ad y il suo valore o nella I. o nella 11. , 
otteniamo x = 2. 

Hi. (B) « Tale i V età x di Tizio, la 
età y di Marco , T età i di Cajo che 

1... 2x+5y-3a = 3 

11.. . 3x-iiH- s — — 2 

111.. . Sx— y+ìz = 9 

quanta è T età di ciascuno ? Isolando la z 
in tutte e tre le equazioni , avremo 

1... s = 

11.. . » = ig— 3x-2 

111.. . x = tfhr-**)/. 

Paragonando il 1° di questi valori di z 
col 2° , cd il 2" col 3°, o togliendo i de- 
nominatori , abbiamo 

%x-{-'òy — 3 = 12y — 9x — 6 

ed 8y — 6x — 4 = 9-t-y — 8.r 

ossia... ly — 1 lx=3 ; e Ty — x=13 
donde y — <**■••*>/, ; e y= (,si ' r >/ 1 
donde x = 1. 

Sostituendo poi questo valore di x in 
qualunque delle due cspicssioni della y , 
otteniamo y = 2 ; cd otteniamo s = 3, 
sostituendo in qualuuque delle tre espres- 
sioni di x lauto il valore della x ebe della y. 
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II. Metodo di elimiuazione. 

143. Il II» metodo , dello delle sostitu- 
zioni, consiste nel dedurre dalla prima e- 
quazione 1’ espressone d’ una delle inco- 
gnite, e poscia sostituirla alla stessa in- 
cognita nelle altre equazioni. Abbiamo cosi 
un' equazione c un’ incognita di meno , e 
replicando sulle nuove equazioni lo stesso 
processo , sempre otteniamo un' incognita 
e una equazione di meno , finche final- 
mente giungiamo ad un’ incognita c ad una 
equazione sola , come possiamo rimarcare, 
risolvendo con questo metodo le medesime 
equazioni che abbiamo risolute col primo. 

146. Ecco di nuovo qui riportale le 
equazioni del problema (A) 

I. 5j :—Zy — 1; II. ly—ix = 13. 

Dalla l a si ha x = •' ® sostituen- 

do questa espressione di x nella 2 a equa- 
zione , questa diventa 7y — 4X ir ’ , -"/j 

— 13 , donde y = 3 ; ed x = 'f'Wy, 

11 + 91 / 0 

I a 

147. Ecco di nuovo qui riportate le 
equazioni del problema (B) 

I«...2zr-+-5jr — 3^ = 3 

ll"...3:r — ty~h Z — — 2 
111“.. 5x — y-j-2z = 9 

Isolando z nella l a abbiamo 

(f)...s = <*-*+*>-% 

sostituendo questa espressione di z nella 
II" e nella lfl a , (rasfermansi 

la II" in...3x— 4 j-4- ,2j[+ V-3’/ 8 == —2 

ovvero in fG)....ll.r— 7y = — 3 

la III" in...5.r— = 9 

ovvero in (H;....19.r-t-7r = 33 

Ora isolando y nella (g) abbiamo 

(L)...y = <*«+»/, 

c sostituendo questa espressione di y nella 
(n) , la (h) diverrà 19.i-t-ll.r-)-3 = 33 
donde x = = 1 . Sostituendo ora 

ad x il suo valore nella (l) otteniamo y 

— 2 ; e sostituendo ad x e ad y i loro 
valori nella (r) otteniamo z — 3. 

III. Metodo di eliminazione. 

148. II HI» metodo detto delle sottra- 
zioni di una equazione dall' altra consiste, 
allorché trattisi di due equazioni a due in- 


cognite , nel moltiplicare la f a equazione 
pel coefficiente che ha nell’ altra equazione 
l'incognita, che vogliamo eliminare, c nel 
moltiplicare la 2* equazione pel coefficiente 
die la stessa incognita ha nella prima ; e 
quindi nel sottrarre algebricamente 1' una 
equazione dall' altra . L' incognita infatti 
viene così eliminala, perchè i termini che 
la contengono si elidono nella sottrazione. 
Avendosi infatti ax+by+c = 0 ; ed 
a'x-t-b'y-hd = 0 , eseguendo le in- 

dicate moltiplicazioni ad oggetto di elimi- 
nare la x, risulta a'ax-ha'by-t-a'c = 0 
ed aa'x-t-ab'r-hae' — 0 , e sottraen- 
do la 2 a dalla l a , si ha [a'b — ab'\y-+a'c 
— ad = 0 . In simil guisa operando per 
la eliminazione della y , otteniamo ab'x 
— a'bx+b'c — bd — 0, dalle quali risulta 

«*• 

bd —Ve ad — a'c 

X = aìT^a'b ’ Cd y = a , r~—aV r 

che son le formolc generali di risoluzione 
delle equazioni a due ignote qualunque. 

149. Che se mai il particolar caso si 
dosso che nelle due equazioni il coefficien- 
te di x o di y fosse eguale , è ben chia- 
ro allora che per la eliminazione della in- 
cognita che ha egual coefficiente in ambe 
le equazioni , il moltiplicare è inutile ; e 
basta sottrarre un’ equazione dall'altra, se 
il detto coefficiente ha in tutte e due lo 
stesso segno, o sommarle, se 1' ha diverso. 

130. Allorché poi si (ratti di 3 equa- 
zioni a 3 incognite , e di 4 a 4 incogni- 
te ec. , conviene moltiplicar ciascuna o pel 
prodotto dei coefficienti che ha una stessa 
incognita in tulle e singole le altre, o al- 
meno pel solo prodotto di tutti i loro fattori 
diversi ( come si pratica per ridurre le fra- 
zioni allo stesso denominatore ) ad oggetto di 
ottenere nuove equazioni , in cni il coeffi- 
ciente della ignota presa di mira sia lo stes- 
so : lo che fatto , sottraendo la 2" dalla 
l a , la 3 a dalla 2 a equazione ec. , ottenia- 
mo nuovi risultati in cui bevvi un’equa- 
zione e un’ incognita di meno che prima : 
e sulle ottenute equazioni di nuovo ese- 
guendo la ora indicata operazione, ottenia- 
mo nuovi risultati in cui havvi un'equa- 
zione e un' iqcognita di meno , finché fi- 
nalmente giungiamo ad una equazione ad 
una incognita sola . Trovato allora il va- 
lore di questa , risalendo per le indietro 
ottenute equazioni, col sostituire ad x il 
suo valore , scuopriremo quello di y : col 
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sostituire ad * e / i loro valori scuopri- 
retuo quello di 2 eco cc. E ciò ue sarà 
dato di rimarcare risolvendo con questo 
3° metodo le medesime equazioni che ab- 
biano risoluto col 1° e 2°. 

lai. Ecco qui espresse di nuovo le e- 
quazioni del problema (A) . 

(A)...5*-3/ 1 ; 7,-4* = 13. 

Moltiplicando ciascuna di queste due pel 
coeilicicntc che la x ha nell’altra , avremo 

— 20*4-12/=— 4; c 33/ — 20* -=63; 

e sottraendo la 1* dalla 2“ , si avrà 

23/ = 69 , ed y = 3. 

Moltiplicando poi ciascuni equazione pel 
coellìcicnte che / ha nell' altra, risulta 

33* — 2 1/ = 7 
-21/4-12* =—39; 
e sottraendo la 2" dalla 1" si ha 
23* «= 4G , donde * = 2. 

132. Ecco qui poste di nuovo le tre e- 
quazioni del problema (B) 

1.. .8*+5/— 3st = 3 

11. . .3* — 4/4- z = — 2 

III. ..5* — /4-2: = 9 

Moltiplicando ciascuna equazione pel 
prodotto dei cosflìcienti che la * ha nelle 
alti e, otteniamo 

(p)... 30*4-73/ — i’Ì2 = 45 

(g)...30* — 40/4-1 0; = — 20 
(«)... 30* — 6/4-122 = 54 

Sottraendo ora la (g) dalla (r) , e la (g) 
dalla (h) , abbiamo 

(l}...113/ — 35- = 63 

(m)... 34/4- 22 = 74 

Moltiplicando ora ciascuna di queste due 
equazioni pel coctlìcicntc che la / ha 
nell’altra, otterremo 3910r — 18702 = = 
2210 , e 3910/4-2302 ='8310 , donde 
s = 630 ' 210 = 3. Sostituendo poscia que- 
sto valor di 2 o nella (l) o nella (si) otte- 
niamo/ = 2; e sostituendo a 2 e ad / 
i loro valori in qualunque delle equazioni 
(f) , (g) ed ( 11 ), risulla * = 1. 

133. Il primo di questi melodi, sebben 
più semplice dcijli altri, di raro s’ impiega 
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perchè troppo lungo . Il secondo presenta 
dei vantaggi quando vi sieno delle equa- 
zioni che non contengano tutte le incognite. 
Il terzo è il piu in uso; e da esso abbia- 
mo dedotta la forinola generale della riso- 
luzione delle equaziqni a due incognito. 

Non crediamo poi espediente dar le for- 
inole generali per la risoluzione delle e- 
quazioni a più incognite seguendo i cal- 
coli di Laplace , perchè mentre da una 
parte sarebbero esse complicatissime anche 
per le equazioni a tre incognite sole, dall’ 
allra parte si veggono non necessarie, ben 
risaltando dall' esposto come senza di esse 
con qualunque dei tre indicati metodi pos- 
sa l' intento ottenersi , qualunque, sia il 
numero delle incognite di un problema , 
quando esso ci dia pure un corrispondente 
numero di vere equazioni. Clic se il nu- 
mero di queste è minore , gl' indicali me- 
todi non si prestano alla risoluzione , ed 
allora il problema diecsi indeterminato: non ò 
cioè risolvibile senza qualche supposizione 
lasciala al nostro arbitrio. Altri melodi di 
eliminazione più compendiosi, ma non ge- 
nerali sono suggeriti dalla parlicolar indole 
de' problemi , specialmente quando tulle le 
incognite non esistono in ciascuna loro c- 
quazione, ma di qualunque di essi melodi 
uso si faccia , couchindiaino che la solu- 
zione dei problemi a più incognito tutta 
dipende dalla soluzione dei problemi a un’ 
incognita sola , e non esige di più che quell’ 
artificio detto eliminazione delle incognite in 
cui da equazioni a molle, si giunge ad una 
equazione a un’ ignota soltanto . 

134. Per dare un esempio d’ una solu- 
zione falla con metodi più compendiosi dei 
generali ora esposti , torniamo a risolvere 
il problema ( §. 8. ) « troviamo cioè i due 
numeri * , / di cui è nota la somma s e 
la differenza d ». È facile infatti C accor- 
gersi che sommando le sue due equazioni, 
cioè *-+/ = s ; ed y — x = d , si ottie- 
ne / = 1 c sottraendo la 2'' dalla 

1" si ha * = <■*— rf| / s . Per rapporto poi 
a questo problema c pure a marcarsi che 
nei diversi casi particolari , coi sono ap- 
plicabili lo due formolo generali ora espo- 
ste , quando s c un numero pari, e d è di- 
spari 0 viceversa, i due numeri * , / di- 
vengono frazionari, c in tal caso a leooro 
della parlicolar indole de’ problemi, questi 
valori frazionari sono possibili od impos- 
sibili . Cosi gli stessi valori 27 J , e 22 ì 
che noi otteniamo dall’equazione x+jr 
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= IiO ; x—.y — 5 sono reali quando Io 
equazioni derivano da questo problema . 
« Dividere una Invola di 50 piedi in due 
parti, 1’ una 8 piedi piti lunga dell’altra « 
ma sono al certo impossibili se le isli.ssc 
equazioni fossero la traduzione dì quesl’al- 
Iro problema : « Far clic siano 50 i com- 
mensali fra uomini e donno, e che il nu- 
mero di queste ecceda di 3 quello degli 
uomini » poiché donne 27 i , e uomimi 
221 sono un assurdo. 

Idea dei problemi indeterminati , 

133. « Si hanno 3 sorte di cajfè: In 1" 
è da 50 soldi , la 2' 1 da 38, la 3' 1 rfu 2Ì 
soldi In libbra . Di quanto di ciascuna sorte 
dovrà risultare una libbra per venderla a 
30 soldi? )) 

Chiaminsi .r , y, ti le rispettive frazioni 
della l", 2 ', 3* qualità di caffè, che formar 
debbono una libbra del misto, ed avremo 

I. x f-.r-t-u = 1 donde 
(pi x = 1 — y — u; 

e d’ altronde , poiché la somma de’ prezzi 
delle tre frazioni costituenti la libbra esser 
debbe soldi 30, atrem puro 

II. 50x4-3 8y-|-2 la r-= 30. 

Per quanto poi si studino le condizioni 
del problema, non possiamo estricar fuori 
da esse, oltre lo due esposte, altra equa- 
zione; e perciò il problema ha meno equa- 
zioni clic incognite ; c queste per conse- 
guenza non potendo ricevere un valore de- 
terminato .J. HI) fanno si che indetermi- 
nato si chiami il problema. Sostituendo in- 
fatti nella 2' equazione ad x il suo valore 
trovato in (p), risulta 

50— 50r— 50«4-38,-4-2i» = 30 
donde ( 0 ) y = iio-«3uy 8 _ 

Ora nell’ equazione (a) il valore di y è 
Indeterminato, poiché dipende da un’ altra 
incognita, qual’ è u, che contiene tra i suoi 
termini il 2° membro dell’ equazione : c 
poiché a qualunque operazione si assog- 
gettino le date equazioni , mezzo non tro- 
viamo da precisare il valore di alcuna in- 
cognita, conchiudiamo che il problema qual 
viene enunciato, senza l’aggiunta di qual- 
che dato, non è suscettibile di soluzione. 
Rileviamo però facilmente che mentre in 
(r) la ,r dipende da y , c da , u ; mcttlrc 
in ( 0 ) la y dipende dalla sola », la » poi, 
quella incognita cioè ehc non è stata iso- 


lala, non dipende da alcun’ altra, c può 
perciò ne’ limili proscritti dalle condizioni 
del problema , prendere quel valore elio 
più ci piaccia . Quando dunque si di alla 
u un valore arbitrario , si (issa cioè la 
quantità del caffè infimo clic debbe esser 
contentila in una libbra, resta tosto deter- 
minato il valore di y in (c) : è quindi di 
x in (p); poiché col dare alla « un valore 
siamo venuti a togliere u dalle quantità 
incognite, e quindi abbiam reso a due sole 
incognite, e a due equazioni , ossia abbiam 
reso determinato quel problemi che prima 
non lo era, perché a due sole equazioni 
c a tre incognito . Ed è pur chiaro elio 
per ogni diverso valore che noi accordia- 
mo alla « , diversp c pure il valore elio 
acquistano y ed r, cosicché comune- 
mente si dice rt clic quanti sono i diver- 
si valori clic sta in nostro arbitrio di ac- 
cordare ad 11 , e tante diverse soluzioni 
acquista il problema indeterminato . » Que- 
sta espressione è però inesatta , poiché a 
rigore I' indicato problema non solo come 
apparlcnenle alla classe di 1° grado non 
può aver più d’ una soluzione ( mentre ne 
hanno più d' una i problemi soltanto di 
grado maggiore, come vedremo ; ma anzi 
Oncliò rosta indeterminato, non può aver- 
ne veruna . Quindi piuttosto clic dire 
« poter un problema indeterminato ricever 
tante diverse soluzioni , quanti sono i di- 
versi valori clic diamo alla « » a tenore 
dell’esposto, ci esprimeremo più csalla- 
nieulc dicendo « che un problema inde- 
terminato senza variazione alcuna dei dati 
che sono espressi tirila enunciazione, passa 
ad esprimere tanti diversi particolari pro- 
blemi determinali, per ciascun ilei quali 
riceve un'unica .soluzione diversa, quanti 
sono i diversi valori che accordare possia- 
mo nel nostro ca»o alla 11 , ed ia genero 
a quella, 0 a quell 1 quantità clic I’mmb- 
ciazione incompleta dei problema indeter- 
minato ri offro come incognite, non per- 
chè (ali. debbano riguardarsi, mentre allora 
il problema non sarebbe risolvibile , ma 
perchè vengati prese coaie altrettanti dati, 
clte il problema lascia ( per lo più entro 
certi limili) al no- tra arbitrio, n 

1SG. Il mimerò dei diversi valori che dar 
possiamo ai dati arbitrari, talvolta è limi- 
tato, talvolta è indefinito; 0 tale è nel no- 
stro caso, sebbene ie condizioni del pro- 
blema lo circoscrivano in assai angioli con- 
fini . Infatti essi esìgono che u sia fornita 
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dei Ire seguenti indispensabili requisiti. 

I. Fa di mestieri clie ti sia una vera 
frazione, perchè la cqua/Jon .r-t-r-Ht = 1 
esige che ogni incognita sia minore del- 
la unità-: 

II. Uopo è che » sia una frazione non 
troppo grande, \nn tale elio moltiplicala per 
13 dia un prodotto minor di 10, allineile 
nella equazione y = i«« — * 3 'V« la r "è si 
annulli , nè divenga negativa: 

III. Conviene in pari tempo pur anche 
che u sia una frazione non troppo piccola, 
ma tale elle sottraendo da 10 il suo pio- 
dotto per 13, si abbia un residuo non solo 
minore del denominatore 0 a Ilio eh è y abbia 
un valor minore dell'unità, ma tale ancora 
da conciliare ad x un valor frazionario cosi 
piccolo clic unito ad a dia una somma mi- 
nore di 1 , sicché possa anche x ricevere 
un qualche valore , atlìuchè si verilìdii 

X-+-y-ì-tl = 1. 

In seguilo di ciò poiehè u esser deb- 
ile una fraziono > esplorando per es. fra i 
decimi, troviamo che per le richieste con- 
dizioni fa d' uopo che u abbia un valore 
nè minore di */i», "è maggioro di e 
quantunque questi limili sieno assai ricreili, 
ne possa u prendere un aumento maggiore 
di '/io, perchè non può nè sottostare a »’ 10 , 
nè superar Vi», pure indefinito è il numero 
dei valori clic può ricevere, siccome inde- 
finito è il numero delle diverse quantità 
non maggiori di quali sono •/,, ; */ la ; 
Vi 3 I Vi * i — ce. all’ infinito, clic le si pos- 
sono aggiungere. Se diamo ad » il valore 
per cs. di r / t0 , sostituito questo valore in 
(g! , abbiamo y = 3 20 , e quindi postiin 
(f) i valori di m ed ij , abbiamo x = Va»; 
c questi tre valori verificano esattamente 
lo condizioni del problema . Se diamo ad 
« il valore di s / l0 , otteniamo g — «'/a» , 
te = V 30 : è quest i valori soddisfano an- 
che essi al quesito; ma se diamo ad 11 un 
valore in decimi 0 minor di sei o maggiore 
di selle decimi, nel 1 ® caso la somma di 
« , c di y supera 1’ unità , nel 2» la y 
acquista uu valor negativo, risultali esclusi 
dalle condizioni del problema . 

157. I'ranc Iti 96 sono siali spesi in un 
viaggio da una comitiva di 36 ira uomini 
adulti , donne e fanciulli, essendo sialo las- 
salo ogni adulto per franchi il, ogni donna 
per fi anchi 2 , ogni fanciullo per franchi 1. 
Quanti eran gli adulti, le donne, i fanciulli? » 
Questo problema è indeterminato, perchè 
ci offre Ire incognite, c due sole equazioni. 


57 

Infatti date le seguenti denominazioni 

Adulti A r i) x Somma da essi sborsata 5x 

Dittine J\ r 0 y Stimola da esse sborsata 2 y 

Fanciulli iVYi u Sootina da essi sborsata u 

si ha 1. x+y+u = 36 

II. Sx+ìy-bu = 96. 

Dalla 1 * si ottiene 

(p) .r = 36 — y — u 

e questo valore di x sostituito nella 2" la 
converte in 5(36— r — u)-+-2j--h« = 96, 

donde (fll y = 28 — '"/a- 

Or col dare ad u un valor arbitrario , 
clic non si opponga alle condizioni del pro- 
blema , otteniamo (osto da (q) il valore di 
y , e da (p) il valore di x . 

138 Affinchè poi » che esprime il nu- 
mero dei fanciulli soddisfi alle condizioni 
del problema, conviene 1°, che sia posi- 
tiva ed intera : 2® , clic sia tale elio in (q) 
renda sempre pns'liva la y , c per lale og- 
getto deve essere minore di 21 : 3® , che 
sia tale , che in (q) renda sompro y inte- 
ra, c per tale oggetto fa d' uopo sia divi- 
sibile per 3. Dunque la » non può rice- 
vere altri valori che il 3 , c tutti i suoi 
multipli sino al 18 , e perciò soli 6 sono 
i problemi particolari determinati, in cui si 
converto l’enunciato, c che gli allievi po- 
tranno per esercizio sciogliere, confrontan- 
do i loro risultali col quadro seguente. 

I. Posto u = 3 , è x = 9 , y = 24 

II. Posto ir = fi , è x — 10 , y = 20 

HI. Pesto u = 9 , è x = 11 , y = 16 

IV. Posto m = 1 2 , è x = 12 , y = 12 

V. Posto i»=13,èx=13,j= 8 

VI. Posto h = 18 , c x — li , y = i 

VII. Posto » = 21 , è x == 13 , y = 0 

Vili. Posto u = 2i , è x = 16 , y =—l 

Da questo quadro risulta, elio sei sole 
sono le soluzioni appartenenti al problema, 
poiché per ammettere la setiima, conviene 
escluder le donne, eh» nel problema eoa 
contemplale, e per (immetter l’ottava, 
convicn riferirla a un quesito . che ha (è 
ben vero ) relazione col già esposto, ma è 
da lui ben diverso in grazia del valor ne- 
galivo elio ci presenta la y. Infalti questa 
ottava soluzione ci mostra, che <t se star- 
li 
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casse il numero degli nomili adulti, e delle 
donne esìsteuli ,in una comitiva di 36 indi- 
vidui , 24 dei quali sono fanciulli , posto 
che per la spesa dì franchi 96 ogni fanciullo 
abbia contribuito un franco , ogni donna 2, 
e 3 ogni adulto )) il problema sarebbe im- 
possibile , perchè col darci y = — 4 , ci 
mostra essere impossibile che sia la cumi- 
liva di soli 36 , c che le donne paghino 
pel viaggio . La soluzione negativa ci av- 
verte infatti che il problema è possibile , 
rettificandone i dati , il che sappiamo si 
ottiene col cambiare i segni a tutti i termi- 
ni contenenti la y nelle date equazioni. 

Cosi facendo, la l a equazione diventa x 
-y-t-u = 36, donde segue che T-f-u 
= 36— , cioè il numero degli adulti e 
fanciulli è uguale a 36 accresciuto del nu- 
mero delle donne . Cambiando poi il segno 
al coefficiente della y nella 2 a equazione , 
essa diventa 5x~— Zy+u = 96; c poiché 
in questa equazione y è un moltiplicatore 
( essendo giusta le condizioni ripetuto il 2 
franchi par quanto indica y) perciò il va’o- 
re negativo di y che ha prodotto il — 2y 
c’ indica quante volte va non aggiunta , 
ma sottratta la quantità. 2 che per y è 
moltiplicata; e ci mostra che a franchi 96 
è uguale il denaro sborsato dagli adulti e 
fanciulli dopo essere stato diminuito del 
prodotto di scudi 2 moltiplicato pel nume- 
ro delle donne ; ossia dire possiamo ( sic- 
come dalla ora esposta equazione risulta 
pure 3#+u ■= 96+2?' ) che la somma 
spe<a dagli adulti c fanciulli è uguale a 
franchi 96 accresciuta di franchi 2 per ogni 
donna . Quindi nel nostro esempio il cam- 
biamento del segno nei termini alletti dal- 
la y ci ha recato a tre importanti modifi- 
cazioni nell' enunciato de) problema, 1’ min 
riguardante il numero dei viaggiatori giac- 
ché il numero degli adulti e dei fanciulli 
non è più 36, ma supera il 36 per quan- 
to é il numero delle donne , 1' altra ri- 
sguardnnlc la condizione dello donne , fa- 
cendoci conoscere, che esse p. e. per essere 
uddclte alia cura dei fanciulli , percepisco- 
no quella somma che nell’ antecedente pro- 
blema si suppone che sborsassero; la terza 
riguardante la total somma spesa , che non 
è come nell’ antecedente di soli franchi 96, 
ma di franchi 96 piu il salario delle fan- 
te-che . 

Ed ecco dietro lutto ciò che abbiamo no- 
tato come potrebbe modilicarsi il problema 
nell' ottava soluzione , la quale seco porta 


necessariamente in virtù del valore negati- 
vo di y un cambiamento di condizioni . 
« Le spese di viaggio ascendenti a franchi 96, 
« del salario dato alle fantesche a ragione 
di franchi 2 V una , son ripartite fra gli uo- 
mini adulti a ragione di franchi 3, e tra i 
24 fanciulli a ragione di franchi 1 per cia- 
scheduno , formando gli adulti e i fanciulli 
insieme un numero che supera il 36 per 
quanto è il numero delle donne . Quanti sono 
gli adulti , e le fantesche ? 

139. 11 problema stesso (§. 137) che è 
indeterminato , diverrebbe determinato , se 
si aggiungesse un’ altra condizione , per 
es. che gii adulti e i fanciulli insieme for- 
mino un numero eguale alla metà delle 
donne , cioè 

(a) x -t- « = r/ a> 

mentre in tal caso il numero delle equa- 
zioni eguaglia quello delle incognite , c 
perciò sostituito anche in quest' ultima ad 
i- il suo valore trovato in (p) , la (a) si 
converte in 36 — y — u-t-a = rf 2 , don- 
de y = 24. Sostituendo il valore di y 
( numero or trovalo ) in (q' , c quindi iso- 
lando la « , otteniamo » = 3 ; e ponen- 
do in (p) i valori di y e u , otteniamo 
x r= 9 . 

160. Se al problema stesso |§. 137) ol- 

tre la condizione ora annessavi , soggiun- 
gessimo « che il numero dei fanciulli è 
'/ii della somma degli adulti c delle don- 
ne » che cioè « = il problema è 

più che determinalo, perchè il numero delle 
equazioni supera allora quello delle inco- 
gnite ; ed in tal caso con tic qualunque 
delle quattro equazioni st giunge ad otte- 
ner sempre il medesimo intento, come pos- 
sono gli studenti per esercìzio verificare . 

161. Lo stesso problema (§ 137) poi in- 
vece di divenire più che determinato, diver- 
rebbe impossibile , se la quarta condizione 
fosse incompatibile con qualcuna delle al- 
tre : per es. se si volesse « che il triplo 
degli adulti più il numero dei fanciulli c- 
guagliasse il numero delle donne » cioè 
3.r-t-« = y ; perchè essendovi I’ altra e- 
quazione #-)-« = > / 2 , donde 2.r+2u =y ; 
dovrebbe verificarsi ( paragonando insieme 
i valori di y qui ottenuti ) che 3x-+-i* 
= 2r+2it , donde x — u il che è in 
contraddizione coi risultati che si ottengono 
sciogliendo il problema per mezzo delle 
prime tre equazioni , mentre si è allora 
ottenuto x = 9, c u = 3 |§. 139) . 



Interessànti nozioni intorxo ai problemi 

DETERMINATI, PIE* CHE DETERMINATI, INDETERMINATI, SEMI -DETERMINATI 
E IMPOSSIBILI . 


59 


162. Diverse denominazioni acquistano i 
problemi secondo il numero non solo . ina 
secondo ancora la qualità delle equazioni che 
si possono trarrò dal loro enunciato ; ed è 
perciò che per prendere di essi una idea , 
giova prima d' ogni altro ben conoscere co- 
sa s' intende per equazioni vere cd appa- 
renti , per equazioni indipendenti e de- 
rivate e per equazioni complete ed in- 
complete . Una eguaglianza dipesi equazione 
vera quando sia fra termini parie noli c 
parte incogniti , e dicesi apparente quan- 
do essa Ila luogo fra termini tulli ignoti . 

G dicesi equazione apparente un' egua- 
glianza in cui non vi sono die termini i- 
gnoli , perchè a primo aspetto apparisce 
condurci alla determinazione dell’ ignoto, 
ma effettivamente non- ci reca che ad una 
inane identità . Ed in vero quando I’ egua- 
glianza è fra quantità tutte ignote, ciò ad- 
dimostra che nel problema o non esistono- 
quantilà noto isolale, o si elidono se de- 
sistono, cosicché nell’ equazione lidolla man- 
ca il termine nolo a della formola generale. 

G poiché quando le equazioni sono a 
più incognite, tulli i melodi di eliminazio- 
ne ci portano Qualmente ad una equazione 
ad una sola incognita x , è chiaro che 
quando a questa equazione ad una ignota 
sola siamo giunti, se mancano termini noli, 
la somma dei coefGcieuli positivi della x 
debbo essere uguale alla somma dei nega- 
tivi ; e perciò ( qualunque essa sia ) un’ c- 
guaglianza fra soli termini affetti dalla a* , 
viene espressa dalla formola 
cx+a — cx-i-a, 
donde risulta 

• T /c — c — /O 

cd anche 

ex = ex e finalmente x = x 
e tanto x — °/« quanto x — x 
hanno 1’ apparenza di una equazione (ina- 
lo , ma non già la sostanza ; poiché in 
vece di darci il valore della x come fanno 
le equazioni Qnali , non ci mostrano che 
un’ inane identità . Sono dunque equazioni 
apparenti quelle , che aggirandosi fra tutti 
termini ignoti danno x = °/ 0 . 

1%3. lina equazione dicesi indipendente 
quando essa non sia il risultalo di modi- 
ficazione alcuna falla subire ad un’ altra 


equazione : dicesi derivata , quando deriva 
da un’ altra in grada di una moltiplicazio- 
ne o divisione di (ulti i suoi termini . 

161. Una equazione dicesi completa , 
quando contiene le incognite tulle che il 
problema ci offre : incompleta quando solo 
alcune. e non tulle. Ciò dichiarato , facile 
è 1' intelligenza delle seguenti definizioni . 

165. Problema determi- 
nalo dicesi quello, le cui condizioni 
dandoci tante vere indipendenti e complete e- 
qua r ioni , quante sono le incognite , ci of- 
frono il modo di determinare il valore di 
ciascheduna . 

Quindi se il problema è ad una incognita 
sola, esso è determinalo tutte le volte che 
le sue condizioni ci dicno una vera equa- 
zione . Tale p. es. è il problema del Pit- 
tore (§. 136) . 

166. Problema più cho 
determinato dicesi quello , le cui 
condizioni ci offrono un numero di vere , 
indipendenti e complete equazioni maggiore 
del numero delle incognite . 

In tal caso per la soluzione del proble- 
ma fra le date equazioni, basta scioglierne 
a nostro arbitrio tante, quante sono le in- 
cognite ; e giova poi per maggiore brevità 
di calcolo quelle prendere di mira che so- 
no lo meno complicato. I.e altre sono su- 
perflue. Tale è il problema delle spese in- 
contrale per nn viaggio (§ 160). 

Se il problema è ad un incognita sola, sarà 
più che determinalo quando ci offra alme- 
no due equazioni, da ognuna delle quali 
ad arbitrio possa trarsi il valore identico 
dell’ unica incognita . Tale è il problema 
dcll’elà della madre e della figlia al (§.139). 

167. Problema indeter- 
minato dicesi quello , le cui condi- 
zioni ci recano ad un numero di vere i lidi- 
pendenti e complete equazioni minori del nu- 
mero delle incognite in guisa che non ci è 
dato giungere alla determinazione di tutte 
senza qualche arbitraria supposizione . 

Egli è perciò clic un problema può riu- 
scire indclcrmiualo anche quando il nume- 
ro delle equazioni cui ci recano le sue con- 
dizioni sia maggiore del numero delle in- 
cognile slesse , se alcune di queste cqua- 
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/.ioni sicno incomplete , sicché qualche i- 
gnota rimanga da non poter essere coi noti 
melodi esaminala. 

1 problemi indeterminati sond risolvibili 
quando ad una od a più incognite si dia 
un valore arbitrario. Or questo arbitrario 
valore , quantunque entro certi limiti cir- 
coscritto dalle condizioni , può talvolta es- 
sere suscettibile di indefinite variazioni , 
sicché in grazia di esse può il problema 
indeterminato sonz’ alterazione dei suoi dati 
convertirsi in un numero indefinito di pro- 
blemi determinati , come accade nel que- 
sito del caffè (§. 155) o come accadrebbe 
nella ricerca di due numeri qualunque in- 
teri , frazionari, positivi , negativi, la cui 
somma in senso algebrico fosse 8. Qual- 
ch' filtra volta può darsi die tali sicno le 
condizioni, che a soddisfarle valga solo un 
numero limilato di valori arbitrari, che per 
es. è 6 nel problema de’v iaggiatori ($. 138) 
che nella ricerca di due numeri positivi ed 
interi , la cui somma fosse 8 , sarebbe 7 , 
come il seguente specchio ci offre . 

Supposizioni possibili x = I, 2, 3, 4, 5, 6, 7 

Soluzioni corrispondenti y = 7, 6, 5, 4, 3, 2, ( 

e che in qualche altra ricerca può anche 
, essere 1 ( come accadrebbe se la somma 
di 137 paoli formar si volesse con mezzi 
scudi e zecchini , cioè con monde da 3 , 
e da 22 paoli ) , e anche polrcbbe essere 
zero, attesa la incompatibilità delle condi- 
zioni, come nel caso elio colle stesse mo- 
nete far si volesse una somma di paoli 43. 
Quindi diciamo iXDETERunrATi tx tutta 
ESTE.XSIOXE que' problemi , nei quali le in- 
cognite possono ricevere un numero indefinito 
di e a/ori diversi. Sesii-deterhixati poi quan- 
do questo numero è limitalo . 

108. Dovendo i problemi per essere in- 
dctcriuinali avere un numero di equazioni 
minore del numero delle incognite , par- 
rebbe che problemi di 1° grado a un’ in- 
cognita sola indeterminati non potessero 
darsi , non potendo darsi un numero di 
equazioni minore del numero delle inco- 
gnite , quando 1" incognita è una sola; ep- 
pure vi sono . Può infatti dirsi essere il 
mimerò delle equazioni minore del mime- 
rò delle incognite anche quando si ab- 
bia una incognita sola c ninna equazione. 
E ninna equazione dir possiamo che han- 
no qne' problemi i quali c> offrono una u- 
guaglianza fra termini lutti incogniti ; poi- 
ché a tenore della definizione (§. 108; non 


si dà equazione so fra gli incogniti non 
esista ancora qualche termino nolo. Non 
ha dunque vera equazione quel problema 
che ha tutti i suoi termini affetti dall’ in- 
cognita ; e perciò può dirsi clic sebbene 
abbia una incognita sola , pure ha più in- 
cognite che equazioni , c quindi merita per 
questo titolo di essere chiamalo problema 
indeterminato . A maggior diritto poi que- 
sto nomo gli compete se si riflette, elio un 
problema la cui uguaglianza si aggiri fra 
termini tulli ignoti appartiene ai Y° caso 
(§. 133) in cui x = % , ed ha un valore 
indeterminalo. Ed è indeterminato in senso 
si lato , che qualunque valore ri piaccia 
accordargli senza limitazione veruna , sod- 
disfa alle condizioni, poiché lati in ultima 
analisi queste esser deggiono da altro non 
esigerò se non che sia x = x; dee cioè la 
cosa che corchiamo non ad altra condizione 
soddisfare che a quella di essere uguale a 
sé medesima , caratteristica che è propria 
di qualunque quantità . 

iti!). Or questa inane identità x = x, 
appunto perchè altro non ri dico se non 
che una cosa è uguale a sé stessa , par- 
rebbe che non potesse aver nulla che fare 
con la espressione algebrica di un proble- 
ma, ed esserne il finale risultalo. Ben pe- 
rò finale risultalo ne addiviene, quando siasi 
dato vita al piohlcma, nascondendo quella 
nuda inane identità col vestirla di forme no- 
velle, col far subire cioè ad uno o a cia- 
scuno dei di lei membri delle modificazio- 
ni che ne alterino 1' aspetto senza alterarne 
il valore . Cosi per es. moltiplicando c di- 
videndo per 6 il solo 2° membro della 
x x , abbiamo in vece * = * r /s. Per 
meglio nascondere I' identità di questi due 
membri , spezzando il numeratore in più 
pai li , scriver possiamo per esempio x 
— ■'7 s H- at ,'e-+- 8r /« < e riducendo le fra- 
zioni a menomi termini , ottenere x = r / g 
— t— / 3 -t— c / a ; ed ecco 1' inane identità 
x = x trasformala in una equazione ap- 
parente , che è la traduzione algebrica di 
questo problema « Si cerca un numero che 
sia uguale alla somma del suo sesto , ter- 
zo e metà ». Ed è precisamente un caso 
particolare di questo problema generico 
quello che è esposto al (§. 133) . 

Siccome però ogni numero soddisfa alle 
condizioni richieste da questi cosi delti pro- 
blemi indeterminati ad una incognita , a 
più ragione il loro enunciato merita di es- 
sere convcrtito in teorema ; e così piutto- 



sto che dire « Si cerca un numero che sia 
eguale alla somma del suo sesto , terzo e 
metà » siccome ci siamo assicurati non es- 
servi numero , in cui tal proprietà non si 
verifichi, sarà più esalto dire in vcce« Vuoi- 
si dimostrare che qualunque numero è uguale 
alla somma del suo sesto, terzo e metà ». 

1"0 Dar termine poi a queste elementari 
osservazioni su i problemi indeterminati non 
ne piace, senza far prima sentire la necessità 
di bene in essi distinguere le equazioni vere 
dalle apparenti , e le indipendenti: dalle de- 
rivale , poiché un problema può apparir 
determinato , c anche più che determinato , 
e non esserlo , allorché per vera c indi- 
pendente si prenda ima qualche sua equa- 
zione apparente o derivala . Infatti sia per 
es. un problema a due incognite , c a due 
equazioni . Se una di queste è apparente , 
è cioè un’ inane identità trasformata ( c la 
è tulle le volte clic termini noti o non vi 
sono , o si elidono ) come per es. x-t-'2>" 
= r /i-^/i-f- 2r /s+ t /«o4- 3r /*< da questa 
ricavasi solo o x — x , ovvero y = y , 
espressioni , clic n nulla valgono , c resla 
perciò il problema indeterminato . Se poi 
un’ equazione è dipendente dall' altra , è 
cioè derivala o per moltiplicazione o divi- 
sione , come per es. se le due equazioni 
fossero ix — 12 \y — 18; e ìx— fi>- — 9, 
delle quali la 1“ non è che la 2' 1 molti- 
plicata per 2, chiaro risulta dalle opera- 
zioni dirotte ad isolare la x, clic il valor 
di y ottenuto nell’ una , c sostituito nell’ 
altra , dà all’ equazione tal forma , clic ne- 
cessariamente ci reca ad x =c x , equazione 
finale inservibile al discoprimcnlo delle in- 
cognite, e perciò anche in questo 2° caso 
indeterminato resla il problema ; cosicché 
conciti udiamo , che i rapporti di eguaglianza 
derivati o da una inane identità il' incogni- 
te , o da un' altra equazione , nulla influi- 
scono per la soluzione de’ problemi , per- 
chè o immediatamente o mediatamente ci 
recano ad x — x , ovvero ad x — •/,. 

ni- Problema impossi- 
bile dicesi quello , le di cui incognite non 
solo non hanno ( siccome accade nei proble- 
mi indeterminati ) ma nemmeno possono ri- 
cevere alcun valore in seguilo di qualche 
supposizione , perchè inconciliabili sono o 1° 
le sole sue coxdizioìci cm.xcrete, o II 0 le 
coxDtziosi astratte pur anche delle equa- 
zioni nella quale viene tradotto il suo e- 
nunciato . 

Nel I® caso la impossibilità può dirsi re- 


fi 1 

lotica , ed accade qua ndo le equazioni da- 
teci dal problema, risolute ci recano a va- 
lori frazionari! nel mentre stesso che le 
particolari condizioni del problema stesso 
gli esigono inferi , come nel quelito del 
pescatore (§. 137) e del numero dei com- 
mensali (§. 154) o ci danno valori interi 
quando le condizioni gli esigono frazionari , 
come nel problema (§. 136) del caffè, clic 
esige x+y-+-u = 1. E chiamiamo relati- 
va questa ito possibilità. , perchè gli slcs-i 
valori , o frazionari , o interi , che sono 
impossibili pel dato problema , non solo 
soddisfano per lo appunto alle condizioni 
astratte ossia a'Ic condizioni puramente nu- 
meriche dell’ equazione che vieti da essi con- 
vertila ili vera idealità, ma anche alle con- 
dizioni concrete di altri problemi (al volta 
di diversa indole c senza relazione alcuna 
col proposto , che pur vengono algebrica- 
mente espressi dalla stessa equazione . 

Nel II® caso poi l'Impossibilità può dirsi 
assoluta, perchè intrinseca cd inerente alla 
stessa natura astratta delle equazioni, e di- 
pende o lo dalla assurdità o 2® dalla in- 
compatibilità delle condizioni , cioè o 1® 
perchè è impossibile una ^qualche condizio- 
ne del problema ; o 2® perchè di condi- 
zioni (ulte possibili scparalaincnle conside- 
rale è impossibile la coesistenza . La 1“ 
sorta d’ impossibilità assoluta può rinve- 
nirsi si nei problemi ad una, clic a più 
incognite, quando essi ci offrono un’ equa- 
zione assurda , perchè si verifica in essi 
o il 11®, o il III®, o il IV® caso contem- 
plalo ai (§.126,129,13 1) . La 2’ sorla d’ im- 
possibilità assolulu fondala sulla iiicompa- 
tibililà delle condizioni, tion può aver luo- 
go che nei problemi che ci offrono più e- 
qnazioni , o sicno questi a più incognite , 
o sieno questi più che determinali ad una 
incognita sola; c in tal caso ciascuna equa- 
zione del problema impossibile, isolatamente 
considerata non offre assurdo alcuno. Cosi 
nel problema de’ viaggiatori (§. 137) non 
v’ è difficoltà alcuna ad ainmcllcre la quarta 
condizione, che il triplo degli uomini adulti 
più il numero de' fanciulli eguagli il nume- 
ro delle donne ; niuna difficoltà pure ad am- 
mettere contemporaneamente questa quarta 
condizione c la terza , la quale ci esprime 
che il numero degli adulti e dei fanciulli in- 
sieme è la metà del numero delle donno 
(§. 139) dalle quali due condizioni risulta 
che x = u , ossia che il numero degli a- 
dulli è uguale a quello dei fanciulli (§. 161): 
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niuna difficoltà ad ammettere le prime tre 
condizioni nell' enunciato esposte , dalle 
quali risulta essere .r = 9, e# = 3 (§. 1 .*>9) : 
ma allora solo l' impossibile nasce , quan- 
do si vuole la coesistenza della 4“ condi- 
zione colle altre tutte ; poiché allora prc-. 
tendiamo l’ impossibile che x sia uguale ad 


u , ciò esigendolo la S* , e 4* condizione, 
e sia al tempo stesso il suo triplo , sicco- 
me lo esigono le Ite prime. In si mi I guisa 
nel problema dell’ età della madre e della 
figlia (§. 138) rende il problema impossi- 
bile la condizione aggiuntavi al (§. 140} 


Epilogo 

(iella Sezione IV. Teoria dei problemi ed equazioni di /. grado. 


Nozioni preliminari generiche. I proble- 
mi «lislingiionsi in aritmetici r algebrici . Dalla 
equazione in cui si è t ratinilo 1* enuncialo si passa 
a'Ia equazione /inule , che ci dà il valore tirila in* 
Cognita . Questo sostituito in ogni termine della pri- 
ma equazione in cui esiste , la converte in equi- 
valenza etl idealità ; e cosi siamo assicurati di a- 
vcre J»en «parato . Nei problemi algebrici inoltre 
va distinta dalla parte pratica la parte teorica , la 
quale abbraccia la traduzione dell' enunciato in c- 
quazionr , c lo risoluzione delle equazioni , che ven- 
gono classificale a tenore e del numero delle inco- 
gline e del loro grado (§ (05 al ((3). 

Traduzione dei problemi in equazione. 
Questa esige che ben si esaminino le condizioni del 
problema le quali debbono I inibirsi in letterale lin- 
guaggio , appena clic siasi bene afferrato il rappor- 
to d* eguaglianza, il quale o esplicitamente o impli- 
citamente nascosto , esiste fra i dati del problema 
stesso {§. ( ( 4 e 115). 

Ili SOLUZIONE DELLE EQUAZIONI DI PRIMO 
GRADO A un’ INCOGNITA . Questa riposa Su i 
due s<guenli assiomi • / membri d 1 una equazione 
restano eguali , se ad ambi si aggiunga o tol- 
ga la stessa quantità ; orni* è clic la verità dell* e- 
gunglianza non si altera 1. se interessandoci di to- 
gliere uno , o due , o lutti i termini di un mem- 
bro , si pongano nell' altro col segno cambiato , li. 
se si cambia segno a lutti i termini del primo c 
Secondo membro , HI. se essendo una equazione a 
zero , si cambi il segno a tutti i termini del mem- 
bro sinistro . 7 membri di' un ’ equazione riman- 
gono eguali , se ambi si moltiplichino o si divi- 
dano per una medesima qnanlità ; ond' è che lo 
velila dell'eguaglianza sussiste, se 1. il coefficiente 

0 il divisore di un membro, togliendolo da questo, 
si ponga come divisore o coefficiente nell’ altro, 
11. se , essendo ridotta a zero un’ equazione, tutti 

1 termini del sinistro membro vengano moltiplicali 
o divisi per una medesima quantità . Profittando 
di queste regole ogni equazione di primo grado 


a un* incognita prende la forma di ex-ha = 0 
donde .r = ~ a /c (§. 1(6 al. 122) . 

Osservazioni sulle equazioni di primo 
GRADO A un’ incognita. L analisi «Ielle equazioni 
di primo gr»do ad una incognita ci fa conoscere po- 
tersi «lare 5 distinti casi, die cioè I. abbiano c ed 
a segni diversi ; e positiva allora è la x . II. che 
c ed à abbuino lo stesso segno; e allora la x è 
negativa: 111. a ss 0 ; e allora ambe ex e quin- 
di x = 0. IV. c s= 0; e allora x)(0 = «/, as- 
surdo. V. a =z 0, c =. 0; e allora x ha un va- 
lore indeterminato = °/o (§• 123 al (40). 

Risoluzione delle equazioni di primo 
grado a piu’ incognite . Questa esige clic le 
equazioni sieno tante, quante le incognite, e si può 
ottenere I’ intento 1. col metodo delle nuove equa- 
zioni formale con le diverse espressioni dell* inco- 
gniti! stessa: II. col metodo delle sostituzioni: IH., 
coi metodo delle sottrazioni di una equazione dall' 
a tra.- e tulli e tre sono metodi di eliminazione per 
i quali da equazioni a molle , giungiamo ad una 
equazione ad una incognita sola . Si è a questo 
proposito data V idea dei problemi indeterminati 
coi problemi del calle e «lei viaggiatori (§.(4( al 461). 

Nozioni intorno alle diverse qualità' dei 
problemi. I Problemi sì ail una che a più incognite 
possono essere o determinati o più che determinati 
o indeterminali , secondo che il numero «felle vere, 
indipendenti e complete equazioni eguaglia, o su- 
jicra o è minore «lei numero «Ielle incognite: e gli 
indeterminati poi cbiamansi scnti-d et erm inali ì quan- 
do non indefinito, ma limitalo è il numero dei va- 
ioli ni bitrari che Je incognite sono suscettibili di ri- 
cevere: possono essere anche impossibili ed è a di- 
stinguersi I’ impossibilità relativa inerente alle con- 
dizioni concrete, la qual pei inette che la stessa e- 
quazionc sndJisfi a problemi d 1 altra natura, e I’ 
impossibilità assoluta che dqiende o dall' assurdità 
intrinseca a qualche condizione anche in astratto con- 
siderata, o dalla loro incompatibilità (§ (62 al (71). 
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SEZIONE. V. 

Formazione delle potenze ed estrazione delle radici 
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172. Se una qualsiasi quantità o venga 
presa una volta , o una o più volle di se- 
guilo venga moltiplicala per sè medesima, 
si è già veduto j§. 37c38), che il pro- 
dotto che ne risulta c potenza, ed è radice 
la quantità che lo genera , entrambe del 
grado espresso dal numero deile volte che 
la grandezza geni jrice è ripetuta come fat- 
tore nel prodotto ; cosicché appellatisi del 

grado 1°, 2°, 3® , ennesimo, so la radice 

è scritta come fattore 1, 2, 3.... n volte , 
o ciò che è lo stesso , se la radice o non 
è mai moltiplicata per sè , ma invece, per 
1' unità , o è moltiplicata una volta, o (lue 
volte , o n— 1 volle per sè medesima. Ciò 
posto una stessa quantità , qualunque ella 
sia, può riguardarsi e come radice e come 
potenza di qualunque grado ci piaccia: co- 
me radice, purché si riferisca ad una quan- 
tità in cui essa vi sia ripetuta in qualità 
di fattore per un numero di volte eguale 
al numero indicante il voluto grado della 
radice : come potenza , purché si concepi- 
sca come prodotta da una quantità genera- 
trice ripetuta in qualità di fattore per un 
numero di volte eguale al voluto grado 
della potenza (a) . 

Che una stessa quantità possa conside- 
rarsi come radice 1'*, o 2', o 3", ec. ec- 
conc un esempio, ho stesso 3 è radice pri- 
ma di 3, perchè il 3 può reputarsi pro- 
dotto da 3 scritto una volta come fattore, 
cioè non moltiplicalo mai per se sles-o, ina 
invece per 1’ unità. Lo stesso 3 è radice 
seconda di 9 , perchè 9 può reputarsi pro- 
dotto da 3X3 : lo stesso 3 è radice terza 
di 27 , perchè 27 = 3X3X3 , ec. Cosi 
la stessa c è radice prima di c , è radice 
seconda di c - , è radice terza di c s , ec. per 
le medesime ragioni . Che una medesima 


quantità possa considerarsi come potenza o 
l a , o 2 a o 3 a , ec. eccone un esempio . 
Lo stesso 236 è potenza prima di 236 , 
perchè può riguardarsi prodotto da 236X1: 
è per cs. potenza seconda di 16 , perchè 
può riguardarsi come formalo da (1 6)“ : 
è per es. potenza quarta di 4 , perchè può 
riguardarsi prodotto da (4)® : è potenza ot- 
tura di 2 , perchè può riguardarsi formalo 
da (2 8 . Così la stessa a* per le medesimo 
ragioni è potenza prima di a* , è seconda 
di a- , potendo riguardarsi prodotta da 
o s X<*®> quarta potenza di a, polendosi ri- 
guardar come prodotta da {«)*. 

Che una quantità stessa possa considerarsi 
e come radice e come potenza, eccone un c- 
sempio . l.o stesso 8 , o g 3 è radice terza 
quando si riferisce a 312, o a y 9 , poiché 
512=8X8X8; e y 9 sa q 3 X(j s Xy 3 . Lo 
stesso 8 , o è potenza terza se si rife- 
risca a 2 , o a g perchè può riguardar- 
si come formalo da 2><2>C2 , ovvero da 
9 X 9 X 9 

17.3. E dalle esposte nozioni rileviamo 
I. che la proprietà di esser potenza, o ra- 
dice, c di esserlo d’ un grado piuttosto che 
d* un altro, non è intrinseca alla quantità 
che si prende di mira , ma dipende dalla 
quantità cui la riferiamo . II. che ogni 
quantità può riguai darsi e come poten- 
za l d , c come radice 1* di sè , come po- 
tenza, riguardandola qual prodotto , come 
radice, riguardandola quale fattore, allor- 
ché per una abusiva analogia si consideri 
anche 1* unità per moltiplicatore, sicché sotto 
un diverso concetto radice prima , e potenza 
prima , esprimono la cosa stessa: III. che 
1 esprime qualunque potenza , o qualun- 
que radice di 1 , perchè IXlXlX-® 
=. 1 ; meiilrc le potenze diverse, o le di- 


(a) Abbiamo dello thè una polenta è il prodo! lo 
di una quantità moltiplicata una o più per 

sè medesima . Con vie» però badar bene di non 
prendere la parola « wdesima *> a rigor «li ter- 
mine nello stretto senso di identica ; giacché se 
nella elevazione a potenza i fattori dehlionn conve- 
nire nel quantitativo , e nella corrispondenza del 
segno, d’ altronde il moltiplicando -t-n è tanto di- 
verso dal ~f -n moltiplicatore, cd il moltiplicando 
— a da! — n moltiplicatore nelle cose die rappre- 
sentano, quanto lo é un numero indicante oggetti 


(sfoconi* è d primo) da un numero indicante ripe- 
tizionCy come è il Secondo, il quale perciò se è 
affetto dal — indica quante Tolte va tolto il mol- 
tiplicando ( §. 25 )• (Quindi la seconda potenza di 
scudi 3 non è già la somma di scudi 3 multipli- 
cala per scudi 3, espressione assurda ; ma è la 
somma di scudi 3 ripetuta 3 volte, giacché Io stesso 
3 indica scadi nel moltiplicando, e colle nel molti- 
plicatore : tanto è falso che a stretto rigor di ter- 
mine possa dirsi che V elevazione a seconda potenza 
sia la moltiplicazione d* una quantità per se stessa. 
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verse radici di un numero stesso, qualun- 
que egli sia, è ben chiaro elio esser deg- ' 
giono quantità diverse , che possono igno- 
rarsi , e costituir l'oggetto delle nostre ri- 
cerche. Quindi è clic 

llleviizione a potenza 

dicesi quell' operazione sintetica per di cui 
mezzo data una quantità qualunque, che si 
considera come radice di un grado ennesi- 
mo , si trova la sua corrispondente ignota 
potenza. 

lustrazione ili radice o 

risoluzione di potenza poi è quella operazio- 
ne analitica direttamente contraria all' eleva- 
zione , per di cui mezzo data una quantiià 
qualunque che si considera come potenza en- 
nesima, giungiamo a trarci fuori quel fattore 
incognito che moltiplicato n — 1 volle di se- 
guito per si la produce . 

Ili. 11 grado della potenza cui vuole in- 
nalzarsi una quantità ( la quale in tal ca- 
so viene ad esser considerala per radice ) 
è indicalo da un esponente posto in allo a 
destra di una linea orizzontale che cnopre , 
o di una parentesi ( c questo è il mc/zo 
il più esatto ) che racchiude la quantità . 
Così (ni*, (a 2 ) 5 . (— m-p 3 , 1 , (*■/«.)* , (m 2 — c)« 
sono espressioni, che indicano doversi' il 
monomio semplice a il potenziale a-, il pro- 
dotto — m-p 3 , il frazionario a / c e il bino- 
mio (m : — c' innalzarsi alla potenza quinta, 
ossia mollip!irar-i quattro volte di seguilo 
per sè stesso . La quantità dunque che slà 
chiusa tra parentesi è sempre una radice di 
quel grado che viene espresso dall' esponente 
che sta fuori della parentesi rispetto a quel- 
la potenza che dui detto esponente è indirata. 

ilo. Il grado delta radice che vogliamo 
estrarre da una data quantità ( la quale in 
tal caso viene ad esser considerala per po- 
tenza ) è indicalo da un numero detto in- 
dice o esponente della radico che si colloca 
nell’ apertura del segno j/ , detto radicale, 
il quale si pone innanzi alla quaniilà con- 
siderala come potenza d’ un grado corri- 
spondente a quella radice che vogliamo c- 
slrarvi . Per convenzione però quando l’e- 
sponente del radicale è il 2, l'esponente 
non si segna, c non si enuncia . 

3 

Cosi \/ c si enuncia radice terza di c, c 
significa, che considerata c come terza po- 
tenza, si vuole da essa trarre la radice che 
1’ ha prodotta. Cosi \/ «• si enunzia radice 
seconda o anche semplicemente radice di a *, 


c significa che considerata n G come potenza 
del grado espresso dal radicale sotto cui è 
collocala { c non già potenza di quel grado 
che è indicalo dal suo esponente ti ) noi 
cerchiamo la radice seconda, o quella quan- 
tità die moltiplicata una volta per sè, l’ha 
prodotta, e che vedremo esser a 3 ; ond' è 
che l'indice della radice è anche Vindice 
del grado della potenza cognita , esistente 
sotto il segno radicale, qualunque sia l'e- 
sponente della quantità clic per la data po- 
tenza preudiamo. Se poi la quantità da cui 
vuoisi estrarre la radice è complessa, o si 
prolunga la destra gamba del segno radi- 
cale orizzontalmente piegala al di sopra di 
tutti i termini ' del polinomio , o dopo il 
segno radicale fi chiude Ira parentesi { c 
questo è il mezzo più esatto ) la quantità 
di cui vuoisi estrarre la radico , come per 
cs. « j/ (nc*-t-m — n) » . La quantità sotto 
il segno radicale è dunque sempre potenza 
del grado espresso dall' indice della radice . 

1 7 G. Dall'esposto chiare risultano le se- 
guenti verità. 

E 1. Sopprimere V esponente d’ una quan- 
tità è un estrarre la radice indicala dall’ e- 
spouenle soppresso ; c quindi 

Il . 

dato c" = a , no segue c = J /a 

II. Togliere il segno radicale ad una 
quantità , egli è un elevarla alla potenza 
indicata dal grado del radicale sojipresso ; e 

n 

quindi dato J/c = a , ne sugne c = a". 

III. Dal valor convenzionale dei sim- 
boli chiaro pure risulta , che 

| / a . \S a — (\/ a} 3 = a 


{/ e . \/ c . [/ c — (J/c; s = e 
\/ (a--+m) . \/ (n 2 -l-m) = (a*-t-m) 


) 


— n— 


(l/c)" = e. 


Il simbolo j/ e ci significa clic noi riguar- 
diamo c come potenza ennesima, e ne vo- 
gliamo la rispettiva radice ; e quando usia- 

n 

mo il simbolo ([/ c)" m è ben chiaro essere 
esso uguale a c ; poiché ri indica, clic noi 
vogliamo la potenza ennesima di quella ra- 
dice, la cui potenza ennesima è c. Ogni 
quantità in somma è la potenza ennesima 
della sua ennesima radice. 
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IV. Risulta pure dal valore convcnzio- 
nale dei segni che 

3 » 

l ''a- = a, J /«* = a , |/«* = a 

s « 

(/ ;n : -)-i») s = o-— l-n» , |/ c" — c 

Ogni quantità in somma è la radice en- 
nesima della sua ennesima potenza . 

I. Formazione delle 

177. Un monomio , qualunque egli sia, 
quando ne’ casi particolari si sostituiscono 
alle lettere i loro valori aritmetici , diven- 
ta un numero ; ed un numero viene ele- 
valo ad una potenza qualsiasi, moltiplican- 
dolo per sé tante volle meno 1, quante u- 
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Premesse queste nozioni , passiamo ad 
esporre il trattalo della sjnlesi e analisi 
de le potenze clic dividiamo in i parti . 

La l a ò dedicata alla formazione delle 
potenze monomie . 

La IP alla risoluzione loro , 

La IIP ò dedicata alla formazione delle 
potenze polinomio . 

La IY a alla loro risoluzione. 

POTENZE DEI MoNOMII 

nità sono nell' esponente della richiesta 
potenza (§. 17ì). Cosi p. e. 5' = 5. 3. 5. 3 
=-623 ; e cosi si sono ottenute le suc- 
cessive potenze di tulli i numeri semplici 
che dalla prima sino alla nona la seguente 
tavola ci olire . 


TAVOLA 


Di tutte le successive potenze dei numeri semplici dulia /friniti alla nona . 


! 1.» 

2 a 

3." 

4." 

5« 

6." 

7. a 

8.“ 

9. a 

i 1 

1 

1 

1 

1 

1 

1 

i 

1 

2 

4 

8 

16 

32 

64 

128 

256 

5(2 

3 

9 

27 

81 

243 

729 

2187 

6561 

(9683 

1 -t 

16 

61 

256 

1024 

4096 

16384 

65536 

262(44 

5 

25 

1 25 

625 

3125 

(5625 

78(25 

390625 

(953(25 ! 

6 

36 

2(6 

1296 

7776 

46556 

279936 

(6796(6 

(0077696 

• 7 

<9 

313 

2404 

16807 

I 1 7649 

825543 

5764801 

40353607 

i 8 

64 

5>2 

4096 

32768 

262144 

2097(52 

467772(6 

(342(7728 

■ 

81 

729 

6561 

59049 

531441 

4782969 

43046721 

387420489 , 


Per ottener poi con più sollecitudine i 
risultali , quando trattisi di potenze mollo 
elevate di un dato numero , piuttosto che 
successivamente passare dal quadrato al 
cubo , alla i a , 5 a , ec. potenza, basta mol- 
tiplicare Ira loro quelle potenze del dato 
numero, la somma dei gradi delle quali è 
uguale al grado della voluta potenza. Così 
se vogliamo 3°, basta moltiplicare due volte 
di seguilo per sé il 27 che è 3 3 . Ed in vero 
il risultato 19683 clic otteniamo è 3 3 X3 a 
X3 3 = 3 a . E poiché per es. 5 *. 6 *. 5 * 
_ ;{vn+j _ 5 .o > ne s cg UC c i| C (essen- 
do S* = 623 c 5- = 23 ) si ubbia 5*° 
= 623X623X23 = 9763623. 

l'urtnimnnc dette |>olcnzc dei mon-miii 
algebra i inlen c frazionoril . 

178. Dal modo con cui giungiamo a for- 


mare per mezzo della ripetuta moltiplica- 
zione le richiede potenze di un monomio 
intero qualunque , dedurre possiamo un 
metodo pratico compendioso per ottenerle , 
senza passare Ogni volta per la tediosa tra- 
fila delle successive moltiplicazioni . 

E primieramente rapporto ni segni , poi- 
ché H-aX~l“ ft === -4-u- > — I — — I — zz — 
-+-a 3 , -)-<j 3 X-t-« = -He* ; ec. ossia poiché 
una quantità positiva qualsiasi moltiplicata 
per sé un numero qualunque di volle dà 
sempre un prodotto positivo, può conchiu- 
dersi che qualsiasi potenza di qualsivoglia 
quantità positiva è sempre affetta dal segno 
-4- . Poiché — nX.— 3 = -t-a 3 ; -t-a* 
X — a — — «* ; ; — a 3 X — n ~ -t-a* : 
-|-a*X — a — — « J , ce. o ss * a poiché una 
stessa quantità negativa , se é presa per 
fattore un dato numero puri di volte , dà 
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sempre un prodotto positivo, e dà un pro- 
dotto negativo so è presa per fattore un 
numero dispari di volle, il che accade per- 
che il prodotto dell’ ultima moltiplicazione 
risulta sempre di fattori affetti ambedue dal 
segno — nel 1°, e da’ segni contrari nel 
2° caso, si può conchiuderc che le potenze 
pari di una quantità nrgativa sono sempre 
affette dal segno -4- : dal segno — le poten- 
ze dispari. Laonde le potenze pari hanno tutte 
il segno -+- o la radice sia positiva , o sia 
negativa : le dispari hanno tutte il segno stesso 
della loro radice. 

Per rapporto poi ai coefficienti ed agli 
esponenti , da cui sono affette le lettere , 
cominciamo dall' osservare che la radice mo- 
nomia da elevarsi a potenza può I. esser 
templi' e, come a; e poiché (a;* = o><« 
=-= a*,- (a) 3 — «XaXa = a 3 er.; avre- 
mo in genere (a)" = a". Può II. essere 
affetta da un esponente, può essere cioè 
potenziale semplice, come n 5 ; c in tal caso 
poiché («*;* = a s X<* 5 — a >r 5 = a 33 
( §. 57); poiché («*,* = a®X«*X" 1 = 
a srs * s = a 1 3 ec, avremo in genere [a'" l n 
= n™ . Può 111. esser composta di più 
lettere, ossia prodotta da più fattori come 
aVm 3 ; e in tal caso poiché (a'cm 3 3 = nVm 3 
Xo'cm 3 — n , a , ccm 3 m 3 = «' v V ,t, i/i 3ua 

— a»-»!-! «ni 3 * ; poiché (nVm 3 ) 3 = o*cm 3 
Xo , cni 3 X« , ‘ :m3 = a 3 a H a*cccm 3 m 3 m 3 — 
a *-3 c $m 3 ' 3 ec., avremo in genere (a m c r )“ 

— a'"“c n ‘. Può IV. essere affetta da coef- 
ficiente, come 7aV; e in tal caso poiché 
(7«Vj* = 7rt VX7«'c = 7.7a *a*ee = 
7 > n » s f a. poiché anche (7«'c) 3 = 7 «VX 
7« 1 eX" fl%e = 7.7.7 a i a*a l> crc — 7 3 (i* -? c 3 
cc. ; avremo in genere (7a*c)'‘ = 7"« v ‘c"; 
ond’ è che da lutti questi esempi rileviamo 
cho un monomio si eleva a potenza col mol- 
tiplicare 1' esponente di ciascun suo fattore 
numerico e algebrico per /' esponente della 
potenza . 

Quindi per mandare ad effetto tutte 
le indicate operazioni eseguibili nell’ ele- 
vazione a potenza di un monomio, notiamo 
che il coefficiente ra realmente elevato alla 
voluta potenza colle regole stabilite pei nu- 
meri: che alle lettere le gitali non hanno 
esponente espresso , ossia che hanno per e- 
sponenle /’ unità , t'a dato /’ esponente della 
potenza, e a quelle che f hanno , va dato 
per esponente il prodotto dell' esponente pro- 
prio moltiplicato per quello della potenza . 
Da ciò segue che quando un prodotto di 
più fattori diversi si. tiguardi per una po- 


tenza , essa risulta del prodotto delle ri- 
spettive potenze di tutti e singoli i fattori 
della sua radice, sicché tanti diversi fattori 
trovatisi nella potenza quanti sono i diversi 
fattori licita rispettiva radice. Cosi 27n®«i lì /i 9 
riguardalo come potenza terza è 3 3 X(® a ) 3 
X('» a ) 3 Xf/» 3 / s - Cosi ac riguardato come 
potenza 2' 1 è formalo dal prodotto delle ra- 
dici 2* di tutti e singoli i suoi fattori ele- 
vali alla seconda potenza; c perciò essen- 
do a — ([/ a ) 3 , c = c ) 3 , abbiamo 

ac = (|/a)*i|/c) a . Cosi mop riguardato 
per potenza ennesima è formata dalle ra- 
dici ennesime di tutti c singoli i suoi fat- 
tori alla potenza ennesima elevati , è cioè 

mop -= (|/ m)"X(K 0 )'‘X(i/p)“ ($175111). 
Cuochi udiamo perciò che la potenza enne- 
sima di un prodotto è il prodotto delle po- 
tenze ennesime dei suoi fattori . 

Questa verità astratta non è per solilo 
ben compresa dagli Allievi se non è illu- 
strata da qualche applicazione ni numeri, 
fiorone perciò (re esempi , c sulle tracco 
di questi potranno gli Allievi altri procu- 
rarsene da loro medesimi . 

Esempio I. Moltiplicando 30 due volle 
di seguilo per se , troviamo clic (30j 3 =- 
27000. fi vediamo verificato clic questa 
potenza terza di 30 è il prodotto delle po- 
tenze terze di lutti i fattori semplici ebe 
costituiscono il 30 . Infatti dopo di aver 
trovalo tutti i fattori semplici del 30, ab- 
biamo (30> 3 = (2.3. 5) 3 = (2 3 . 3* . 5 3 ) 
= 8 . 27 . 125 = 27000. 

Esempio II. Moltiplicando i 20 per 420 
troviamo che (4 20)* = 176100. E questa 
potenza seconda di 420 è realmente il pro- 
dotto delle potenze seconde di tutti i fat- 
tori semplici che costituiscono il 420. Infatti 

420 3 = (2. 2. 3. 5.7)* = (2 3 .2 3 .3 3 .5 3 .7 a ) 
= (4.4.9.25.40) = 176400. 

Esempio 111. Moltiplicando ire volle di 
seguito per sé stesso il 24, troviamo che 
24 3 = 13824. E questa potenza terza di 
24 è realmente il prodotto delle potenze 
terze di lutti i fattori semplici che costi- 
tuiscono il 24. Infatti 

24 3 = (2 3 . 3' 3 = (2 3-3 . 3 3 ) = 
(512 . 27) = 13824. 

Convalidato da questi esempi , il teore- 
ma vieppiù chiaro alla mente apparisco di 
quello apparirebbe se nella sua nuda a- 
stratlczza le si presentasse . E per questi 
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esempi stessi chiaro pure risulta clic per 
ottenere la potenza di un prodotto fa d’uo- 
po eseguire due operazioni, alzare cioè ulta 
data potenza tutti e singoli i fattori, e mol- 
tiplicare poscia tra loro le ottenute potenze. 

179. Come è avvenuto , che quando 
prendiamo una frazione di frazione, o una 
frazione di frazione di frazione , cc. siasi 
detto che si moltiplica una frazione per I' 
altra, e si sicno le frazioni riguardate co- 
me i fattori del prodotto , quantunque a 
rigore per una frazione non si possa mol- 
tiplicare, cosi quando le frazioni elicsi ri- 
guardano per fattori sono eguali , ossia 
quando d’ una frazione prendiamo quella 
parte che è indicala da se stessa, la co.-ì 
delta moltiplicazione per frazione ha per 
analogia preso il nome di elevazione a po- 
tenza . Per esempio, quando prendiamo 
di */, , ossia moltiplichiamo, giusta il eo- 
niun modo di esprimerci, */ 3 per */ s , il 
V» che ne risulta diccsi il quadrato o la 
2“ potenza di »/s : ma a rigore è la fra- 
zione che risulta dalla divisione del qua- 
drato del numeratore per quello del deno- 
minatore. Cosi quando prendiamo a / 3 di 
Va di */j, 1’ *'ii che ne risulta diccsi cu- 
bo o 3“ jmlenza di */s ■ ma a rigore è la 
frazione che risulta dalla divisione del cu- 
bo del numeratore per quello del denomi- 
natore , cc. Quindi usiamo dire essere la 
potenza ennesima di una frazione 1’ ultimo 
risultato che si ottiene, n — 1 volle di se- 
guilo prendendo della data frazione in pri- 
mo luogo, c poi di ciascuno dei successi- 
vi risultali che si vanno ottenendo, quella 
parte, che viene indicata dalla data frazione 
medesima . E ciò sappiamo che si ottiene 
moltiplicando Ira loro tutti i numeratori e tra 
loro lutti i denominatori (§.101) ovvero 
(poiché lutti eguali tra se sono i primi, e così 
i secondi ) alzando alla potenza ennesima 
tanto il numeratore , quanto il denomina- 
tore della data frazione. Non è dunque a 
rigore la frazione, ma ciascun dei suoi ter- 
mini , che si alzi a potenza , e quindi sot- 
to il nome di potenza ennesima d’ una fra- 
zione dobbiamo intendere la frazione che 
lisulta dal prendere a numeratore c deno- 
minatore le potenze ennesime dei rispettivi 
suoi termini , e conchiuder quindi possia- 
mo che a rigore in questa operazione delta 

ELEVAZIONE A POTENZA DI UNA FRAZIONE Ot- 
teniamo non già la potenza ennesima della 
frazione , che a rigore non è suscettibile 
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d’ essere moltiplicata per sé stessa, e quindi 
a potenza elevala , ma la frazione delle po- 
tenze ennesime dei suoi termini , l' un per 
i altro divisi . 

Dopo di aver ben inteso il vero senso 
della cosi della elevazione a potenza di 
una frazione, osservando 

che r/ci* = "UX^/c = — 

c 2 

che («/*)» ^ "leX"h-X''!c = ~ 

c 3 

che r/c) n = a /cX"/cX—- = — 

c“ 

possiamo conchiudcrc che una frazione si 
eleva al grado ennesimo, a quel grado ele- 
vando ambi i suoi termini ; cosicché chiaro 
risulta dalle idee della moltiplicazione per 
frazioni , cha tanto più piccolo ò il valofc 
delle diverse potenze d’ una vera frazione 
quanto più ulto è il loro grado . E preci- 
samente dir possiamo, che la potenza en- 
nesima di qualunque unità frazionaria «A» 

che è — — (poiché la potenza ennesima del 

numeratore 1 è sempre 1 ) è tante volte più 
piccola della frazione stessa •/„, quante 
volte il denominatore m di questa è con- 
tenuto nel denominatore m", per quanto 
cioè lo indica m u ~K Cosi la potenza terza 
di Vi . cioè V» ai è tanto più piccola di l j t 
per quanto lo indica 5 3— * = 25. 

Esempi 

(5a a j/i 3 )* = 625a 8 </Vi ,a 

(7r/V* = lG807ey ,J 

(9«i a />)“ = 9"ro a "/>“ 

(—2 a*ch)* = 16n«cVi* 

(— 9r/y)3 — _729c»/V 

(3a”'c“) r = 3 r a""‘c" r 

4c a ro\ a 1 6«*ni a 

’ihp 3 / 9/1*;!° 

( 6c 3 /t a V _ _ 21 6c»/.« 
v" 8m s 512m 3 

f 9a 3 y _ 6 o 6 1 a 8 
V ~ 14641 
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11. Risoluzione delle potenze o estrazione delle radici 

DEI MONOMII 


180. L’ estrazione delle radici è una o- 
perazione diametralmente opposta alla ele- 
vazione a potenza clic decompone ciò elio 
questa ha composto , e perciò il suo pro- 
cesso lutto deduccsi dall’ esame di ciò elio 
si è fatto nell'esecuzione di quest' ultima, 
come accade della divisione rispetto alla 
moltiplicazione. Se la quantità data a con- 
siderarsi per potenza di un dato grado è 
puramente numerica , in tal caso , se il 
numero è realmente una qualche potenza 
di qualcuno dei numeri semplici clic ri- 
guardar possiamo come monomii numerici, 
si trarrà allora dalla tavola ($. 177) la sua 
radice ; in caso diverso si otterrà coi me- 
todi clic daremo in seguito. 

0 Estrazione di radice dai monomii mirri . 

181. Se la quantità considerata come 
potenza ò un monomio algebrico , per de- 
durne la sua rispettiva radice, convicn dar 
regole per rapporto ai segni e per rapporto 
ai coefficienti ed esponenti delle lettere . 

Rapporto ai segni, quando da una quan- 
tità estrarre vogliamo una radice dispari , 
risulta (§. 178. I.) , che nei gradi dispari la 
radice delle aver sempre lo stesso segno del- 
la potenza . Quando estrarre vogliamo una 
radice di grado pari da una quantità; con- 
vien notare se dessa sia positiva o nega- 
tiva. 1. Se la quantità è negativa; la sup- 
posizione che sia una potenza di grado pari 
è un assurdo : è cioè un assurdo il sup- 
porre , che possa essere stata prodotta da 
una radice di grado pari; poiché la radico 
esser non potrebbe che o positivà o nega- 
tiva, e nell' uno e nell' altro caso, elevala 
ad un grado pari darebbe un prodotto po- 
sitivo e non negativo , come è la quantità 
data. Cosi — a a non è nè -Hi, nè — a, 
poiché entrambe alzale a quadralo danno 
4-a 2 , c non — a- , come 1’ ipotesi esige- 
rebbe . Non esistono dunque radici di gra- 
do paii di quantità negativo. Perciò diamo 
il nome di simbolo immaginario o simbolo 
delle impossibili radici ad ogni radicale di 
grado pari che comprende una quantità ne- 
gativa , ed esprimiamo l' impossibilità del- 
la esistenza di queste radici col diro c/te 
nei gradi pari le radici delle quantità negati- 
ve sono immaginarie . » II. Se la quantità 
c positiva, siamo incerti se sia sitila pro- 
dotta da una radice alletta dal seguo 4- o 


dal segno — , poiché la stessa potenza pari 
positiva è prodotta dalla rispettiva radice , 
sin che questa si prenda alleila dal 4- o 
dal — : e perciò per indicare clic la ra- 
dice può avere tanto il valor positivo che 
il negativo, la facciamo precedere dal dop- 
pio segno ±. Cosi 1/ a' 1 = =t-«; c con- 
cliiudiaiiio che ne' gradi pari le radici del- 
le potenze positive deggiono essere affette 
dal doppio segno . 

Per rapporto poi agli esponenti c ai 
coefficienti , da cui possono essere affetti 
i monomi algebrici dai quali estrarre vo- 
gliamo la radice , tre casi meritano di es- 
sere distinti ; ed ecco come dobbiamo di- 
portarci . 

182. Pub darsi che il monomio abbia una 
sola lettera . In tal caso notiamo clic sic- 
come per elevare alla 8 a potenza per es. 
la quantità a i ( clic perciò riguardiamo co- 
me radice ) noi moltiplichiamo il suo espo- 
nente 5 pel 8 esponente della voluta po- 
tenza , e otteniamo (n*) 3 = a*' 3 = a'*, 
cosi per far regresso da questa 3 a poten- 
za a is alla radice che 1' ha prodotta , do- 
vremo per 8 dividere 1’ esponente lo, cd 
avremo U 

|/a*s = a 3 = a s 

o in genere essendo (q"i r — q'"' , debbo 
essere 

r 2L 

l /?"'■— f = ?" ; 

cioè , non differendo una potenza monomi» 
( quando è priva di coefficiente , dalla sua 
radice che nel puro esponente , il quale è 
l’ esponente della radice moltiplicalo per 
1’ esponente indicante il grado cui è stata 
elevala , cosi è chiaro clic « dato per potenza 
un monomio semplice, si ottiene la sita radice 
scrivendo il monomio stesso coll’ esponente 
proprio diviso per l’ esponente della voluta 
radice » abbiamo cioè 

r ™ 

l /c"' = C r 

188. E qui è da notarsi che in àlgebra 
al modo stesso che una quantità non è di- 
visibile per un dato divisore , se questo 
non è realmente fattore del dividendo, cosi 
ugualmente non può da una quantità c- 
strarsi la radice di un dato grado r , se 
rcalmeute da questa radice non sia stata 
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prodotta , se cioè 1’ esponente m della po- 
tenza non abbia r per un suo fattore, os- 
sia se la frazione ’"j r non sia, apparente . 
Quindi in lutti que'casi particolari nei quali 
r divide esattamente ni , sicché è un 
quoto intero q , noi possiamo realmente 

r 

convertire 1' espressione algebrica [/ c m nel- 
l’ altra più breve e priva di segno radica- 
le &ì : se poi la frazione "/ r è vera o mi- 
sta, sicché non possa perdere l’aspetto fra- 
zionario , in tal caso ( essendo impossibile 
un r ero esponente frazionario , perché 1' c- 
sponcnlc indica quante volte va posta co- 
me fattore una quantità , c i numeri indi- 
. canti volte sono essenzialmente interi ) la 

tn 

espressione c r non è che un altro modo di 
indicare la radice erresima di e"'. 

1 3 

Così c* altro non indica che j/c*; e poi- 
ché il 4 non è per 3 divisìbile come sa- 
rebbe necessario aitine di poterò esprimere 
per mezzo del fattore c la radice terza di 
e* , conchiudiamo , che la radice .terza di 
c* non può per mezzo del fattore c essere 
indicata senza segno radicale. Potrebbe però 
s 

\/c 3 essere indicata senza segno radicale 
da un’altra lettera, qualora c invece di 
essere un fattore semplice fosse potenza 
terza d' un’ altra quantità. Se per cs. fosse 
c = p 3 , noi avremmo allora 

. IA« = l/i p*)* = l /p 4 ’ = p* 

[/ 8 4 = 1/(2»,* = l/2< ; = 2* = 10 

184. Il" Può darsi clic il monomio risulti 
di più f attori letterali. Ed in tal caso sic- 
come una radice perché divenga potenza , 
altro non esige se non che sia moltiplicato 
1’ esponente d' ogni suo fattore pel grado 
della richiesta potenza (§.178) cosi perchè 
una potenza divenga radice , basta che in 
tal caso 1’ esponente di ogni suo fattore sia 
diviso pel grado della richiesta radice. Ab- 
biamo dunque in genere 

r | m 

Il _ ; 

J/c r hp m = c" h“ p ,L 

Possiamo perciò dire che come la poten- 
za ennesima di un prodotto è il prodotto 
delle potenze ennesime di tutti e singoli i 
suoi fattori (§ 178) cosi al contrario la ra- 
dice ennesima di un prodotto è uguale al pro- 
dotto delle radici ennesime di tatti e singoli 
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i suoi fattori . Così dopo essersi assicurali 
per mezzo della moltiplicazione che 12* , 

=-= 1728, c quindi clic 12 = 1/ 1728, de- 
componendo 1728 nei suoi fattori, verifi- 
chiamo l’esposto teorema. Abbiamo infatti 

3 3 * 3 . 

\/ 1728=1/ (2 e .3*)=2*X3 3 =2' ! X3 = 12 

Cosi essendo ISO 2 =32400, e perciò 180 
= 1/ 32400 , verifichiamo il teorema, os- 
servando che 

1/32400 = |/(5 2 .3*.2») = 5.3-.2» = 180 

Cosi essendo 523 : = 273625, c quindi 
523 = 1/273623 , ciò verifichiamo os- 
servando che 

1/273025 = [/ (3-.5V7») = 3.S-.7 = 523 

E se il monomio da cui volesse estraisi 
la radice ennesima fosse composto di fat- 
tori aventi per esponente la semplice unità 

II 

come J,/ ac , in tal caso essendo ac la po- 
tenza ennesima , è certo elle il fattore a 
è una potenza ennesima , e che parimenti 
una potenza ennesima è c . Perciò sì a clic 
c sono stati prodotti coll’ elevare ad n la 
loro radice ennesima , abbiamo cioè 

ac = (l/«)“X(|/0“ 
e quindi estraendo la radice ennesima 

n n n 

[/'ac = l/aX|/e 

ovvero , posponendo i membri , abbiamo 

Il II II 

j/ oXl/ c = j/dc 

abbiamo cioè la proposizione stessa dimo- 
strata nel principio di questo paragrafo 
inversamente esposta che cioè il prodotto del- 
le radici ennesime di due o più fattori è 
uguale alla radice ennesima del prodotto 
dei medesimi fattori. Ora il secondo mem- 
bro suole chiamarsi il risultato della molti- 
plicazione accennata nel primo ( impropria- 
mente però perchè niunn esecuzione di mol- 
tiplica realmente ha luogo ), c quindi si 
dice che in moltiplicazione di duco più radicali 
del medesimo grado si fa col porre sotto un 
solo segno comune il prodotto dei loro [attori. 

185. Applicando il teorema che la po- 
tenza ennesima di un prodotto è uguale al 
prodotto delle potenze ennesime dei suoi 
fattori al caso in cui i fattori sicno tulli 
uguali , nc scende l’ importante corollario 


Digitized by Google 



70 

clic radice terza della potenza quarta di c 
è la potenza quarta della radice terza di c ; 
c ili genere la radice erretima della poten- 
za ennesima di una quantità è la potenza 
ennesima della radice erresima della stessa 
quantità . Infetti 

3 3 3 3 3 3 

V c* = y'(cccc) = l' CXy c'X[/' cX[/ c 
s 

= I t* 

Ed in genere 

r r r r r 

t* = [/ ere... = \/ cyc\/ e... = (\/ c) n 

Avvicinando perciò il primo all’ ullimo 
membro , abbiamo 

r r 

l /V =a (i /'cy i 

E nei numeri l’ operazione indicala nel 2° 
membro è mollo più facile ad eseguirsi che 
1' altra espressa nel 1 °. 

Ed in vero se, avendosi dall' esposto teo- 
rema la seguente uguaglianza 

. (A) j/8‘ = 0/8,*, 

noi operiamo sul destro membro di (A) , 
otteniamo pel risultato 

(C 8)» = 2* = 32 

e conr.biudiamo perciò che lo stesso valore 
ha pure il membro sinistro di (A), ossia che 

3 3 

l/8 5 = 1/32168 = 32. 

Verifichiamo poi (senza bisogno di estrar- 
re radice ) essere realmcnlc 32 la ra- 


fu) Dulie esposte rose risulta che la estrazione 
ilclla radice di un dato grado da una potenza per 
3 

es. |/ 5 6 può presenlarnsi sotto due aspetti di- 
versi secondo die vi si applichi o la soluzione del 
problema (§. 182) o il teorema (§. 185;*. ma e 
collo l* uno "e sotto I’ altro aspetto ci conduce ni 
medesimo risultato . 

Secondo il (§ 182) nlihiurno 

3 «. 

(A) j/ 5* = 5 a = S 2 = 25 

Cerchiamo cioè qual’ è quella potenza di 5 clic 
considerata come railice (erta, ossia che pesta tre 
volle come fattore dia 5 elevato aita potenza sesta ; 
e questa troviamo essere la secouda potenza di 5, 
ossia 25 . 


dice terza del numero 32168 col molti- 
plicarlo due volte di seguilo per se stesso. 
Ma per giungere al risultalo 32 operando 
in vece sul membro sinistro , d’ uopo sa- 
rebbe di estrarre la radice terza da 32168, 
operazione ben più lunga, come vedremo , 
clic elevare il 2 alla quinla potenzi} , sic- 
come si è dovuto fare operando sul mem- 
bro destro . 3 

Se, avendosi per esempio 1/(61. 729) 2 

3 

— (i/6i.729) 2 , noi operiamo sul destro 
membro , otteniamo 

(1/61.729)'- == (1.9)* = 36» = 1296 , 

c concbiudiamo che lo stesso valore ha 
pure il membro sinistro , ossia ebo 

|/ (6Ì.729) 5 = [/ (16656) 2 

= [/ 2176782336 = 1296 

E verificiliamo che 1296 è 1' indicata ra- 
dice terza , due volte di seguito moltipli- 
candolo per sè stesso . Per ottenere però 
il chiesto 1296 operando sul membro sini- 
stro, converrebbe estrarre la radice terza 
dal 2176782336, lo che è una operazione 
ben più lunga , come vedremo , di qaella 
che si è eseguita sul membro destro . 

E questi esempi mostrano chiaramente 
come lo estrarre la radice erresima da una 
potenza ennesima di <j importi due opera- 
zioni , cioè estrarre prima la radice erresi- 
nn z da a, e quindi dopo che questa rtidico * 
siasi ottenuta, elevarla alla potenza ennesi- 
ma (a) . 


Sceomtu |X)i il teorema (§ 185) abbiamo 

(B) y 5 6 = (l / 5)« — . 

1/ s 4* 5 . y a xi 3 5.1/54/5 = 

( 1 / 5t 3 X(k s i 3 = S X5 = 25. 

R qui noi diciamo la railice terza della potenza se- 
sta ili 5 è uguale alla radice terza di 5 ( qualora 
esista ) elevala alla sesia potenza . E se la radice 
terza di 5, ossìa quella quantità che pus la tre volle 
come faltorc dia 5 non esiste, è sempre certo che 
se esistesse , posta tre volle come fattore darebbe 5; 
e posta sei volle darebbe 5X5 ossia 25. Ecco il 
naturale significalo del calcolo c a S|>oslo in (B). Dal 
che risulla che se 25 è sialo il tinaie risultalo di 
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186. Ili 0 Può darsi che il monomio ab- 
bia un coefficiente , ed in tal caso , siccome 
nell' elevazione a potenza il coefficiente del- 
la radice si eleva realmente al grado della 
potenza voluta, cosi per fare regresso alla 
radice, fa d' uopo estrarre realmente la ra- 
dice dal coefficiente nel modo detto (§.180) . 

Cosi J/ Sia" = 3a-. 

187. Concili udiamo perciò clic la estra- 
zione delle radici dui moiiomii interi si ese- 
guisce algebricamente, estraendo realmente la 
radice dal coefficiente , e dividendo /’ espo- 
nente di ciascuna lettera pel grado della ra- 
dice richiesta . 

Estrazione di ridici dui monoinii frazionari . 

188. Come non potrebbe dirsi a rigore 
che una frazione venga elevata a potenza, 
(§. 179) così nemmeno die da una frazio- 
ne venga estratta la radice: ma al modo 
stesso che quando eleviamo ad n ambi i 
termini della frazione % , si usa dire , 
che alla poleuza ennesima eleviamo la fra- 
zione stessa , cosi pure si usa dire che si 
estrae la radice ennesima della frazione 
a" 

— , quando eslracndo la radico d' ambi 

C , ‘ 

i suoi termini, riotteniamo n f c . Quindi in 
genere 



dal clic apparisce che in questa operazione 
detta estrazione di radice d' ina frazione, 
otteniamo realmente, non già la radice en- 
nesima della frazione , giacché radice en- 
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nesima non può darsi di ciò che non ò 
potenza ennesima , nè a rigore può mai 
dirsi che una frazione sia potenza (§.129); 
ma otteniamo la frazione che risulta dal di- 
videre la radice ennesima del numeratore 
per quella del denominatore. 

Ben inteso però il vero senso che dar 
si debbo all' estrazione delle radici delle 
frazioni, di questa espressione anche noi 
per brevità faremo uso, dicendo che si 
estrae la radice di una frazione , separa- 
tamente estraendolu si dal suo numeratore , 
che dal suo denominatore . 


Esempi di estrazioni di radici d 
itile! i e frazionari . 


ii monnnm 


[/ C *p i 
t 


= Z±2C*p 

[/' 8a‘m 3 = -J-2« 2 m 

« 

(/'236a , c‘* == =t=4n : 'c 3 

\/~ — 1 a'c* è immaginaria 

[/— 27j»/i* = -3 gli* 


V — 32/V 

■ / 81a*c° 

v «i , u 8 r s 


“ -Va 


s 

V 


■r 

CSfSylO 


2 u* 

3c 

3d*c 

mp-r- 

Jr 

4 a 


Intorno al significato delle quantità affette I. da esponente intero positivo : II. da espnn 
trailo positivo : 111. da esponente zero e IV. da esponente intero e frutto negativo . 


189. Nel trattamento delle potenze c del- quantità affé He da esponente frazionario , 
le radici non solo talvolta c’ incontriamo in siccome ubbidì» già osservalo, ma ancora 


questo ragiona mento, non c già stalo I* effettivo ri- 
sultalo dilla elevazione aita potenza sesia dulia ra- 
dice terza di 5 . 

Il 25 è sempre prodotto di 5X^ j e sono le esi- 
genze del calcolo, elle inenlre ci mostrano impos- 
sìbile la esistenza della radice terza di 5, ci offrono 
talvolta il 5 testilo di forme delle quali, fa parte 
ambe In impossibile radice terza di 5 K di l'alto 
infallibile che « e sempre 5 la terza potenza di 
quella quantità radice , la cui terza potenza c 5 » 
.e se questa quantità radice terza di 5 non esiste, il 
dire che 5 è uguale alla potenza terza della sua 


radice terza è un modo di esprimere il 5 per 
mezzo degli impossibili suoi fattori, ma non già un 
ottenerlo per un risultalo di una effettiva loro mol- 
tiplicazione, siedi è possa dirsi giustificata I* opinione 
di quelli i (piali credono che deliba la radice terza 
di 5 avere una (piali be esistenza (geometrica al- 
meno, come dissa Newton) se non può averlo a- 
r il melica, jiercliè non può non esistere chi ha la 
potenza di produrre qualche cosa, quale è il 5 . Il 
5 è; ma la radice che non è, non lo produce. Non 
utili, ma utilissimi troveremo questi riflessi per 
formarci esatte nozioni nella (lorica dei radicali . 
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in quanlilù aventi talvolta nel posto dell’ e- 
sponcnlc lo zero e tal' altra un esponente 
negativo, e cosi intero come frazionario . 
Necessita perciò couoscerc di queste quan- 
tità il valore e l’origine. 

Potenze intere 
essili 

quanti!» afflile ita esponente intero positivo. 

190. L’ esponente è stalo in Algebra in- 
trodotto (§.36) per esprimere quante vol- 
le una quantità e posta come fattore. Quindi 
allora solamente che esso è un intero, a- 
dempie al proprio ufficio, giacché un nu- 
mero intero soltanto (§. 183) può farci co- 
noscere il quante volte una quantità è posta 
in funzione di fattore . 

Potenze fralle 
cara 

fjiinnliià affette da esponente positivo frazionario. 

- 191. Allorché nel posto dell’esponente 

troviamo una frazione, questa non può es- 
sere giammai la primitiva espressione di 
veruna condizione di quesiti o teoremi che 
si traducono in algebrico linguaggio, poi- 
ché per quanta generalità ci piaccia conce- 
dere alle algebriche speculazioni . ninna 
condizione può indurci mai a volere che 
una quantità per esempio debba 1 essere po- 
sta nel calcolo conte fattore per % di volta, 
espressione insiguificanle . Se dunque nel 
posto dell’ esponente si trova una frazio- 
ne, questa non piò figurarvi se non co- 
me indicazione d’ una divisione da eseguirsi 
nell’ esponente. E poiché la divisione di 
un esponente non si esegniscc che per tin 
estrazione di radice (§.. 182) egli è bene 
chiaro clic tutte le volle che questa divi- 
sione non ci dà un quoto intero , tutte le 
volte cioè che il grado della voluta radice 
non è un submulliplo del grado della po- 
tenza, sicché la frazione che è nel posto 
dell' esponente vi persista perchè non appa- 
rente, niun risultato si è ottenuto; e quindi 
la frazione che nel posto dell’ esponente ri- 
mane , non serve che ad indicarci un ten- 
tativo fallito; ed è perciò un altro sim- 
bolo di quella stessa estrazione di radice 
clic non abbiamo polulo eseguire. 

192. Una qnanlilà con esponente frazio- 
nario però non solo ò simbolo di estrazio- 


ni) Cosi esprimendoci , noi siamo unisoni anche 
per rapporto alla elevazione delle quantità a po- 
tenze fralle, a quel modo di vedere che • abbiamo 


no di radice, ma in pari tempo lo ò an- 
che di elevazione a potenza. È simbolo di 
radice per gli esposti riflessi : e lo mostra- 
no le seguenti equazioni iu (A) . È sim- 
bolo di potenza e lo mostrano le equazioni 
a cui per dimostrazione scendiamo in (B) . 

^ 3 /• r 

(A) .... J = l/e*; l/c" = (|A:“ 

Ma abbiamo al (§.183). 

|/c* = (|/c)*; l/c" = (l/c)" 

Dunque 

* s " 

(B) .... e* = (l/c)*; C = fi /c)“ 

Il simbolo dunque delle quantità con e- • 
sponcntc fratto , anziché non avere signi- 
ficato , siccome a primo aspetto parrebbe , 
ne ha in vece due distinti . esprime cioò 
due diverse operazioni clic ci recano ad un 
identico risultalo. Riguardalo perciò anche 
come il simbolo di una elevazione a po- 
tenza, esso esprime un reale concetto. Sa- 
rebbe certamente simbolo insignificante se 
prendessimo per esponente la frazione che 
ne occupa il posto , giacché 1’ esponente 
non può essere cho un intero (§. 183). Ma 
dallo equazioni in (11) risulta che non la 
frazione *; * , ovvero in genere"/,., ina il 
solo numeratore di esse 4 od a è il vero 
esponente ; e clic il denominatore 3 od r, 
mentre non ha influenza alcuna nella de- 
terminazione del grado della potenza , che 
è uflicio del solo numeratore esponente lo 
esprimere , è unicamente destinato ad av- 
vertirei che la quaulilà da elevarsi all' e- 
sponcnte 4 o ad n non è il fattore e conte 
a primo .aspetto o senza riflettere si cre- 
derebbe , ma è la radice del fattore e di 
quel grado che esso denominatolo manife- 
sta ., cioè nel nostro caso è la radice quarta 
0 la erresima . Perciò alla espressione im- 
propria « e elevalo a quattro terzi » dob- 
biamo sostituire 1’ altra ben propria » ra- 
dice terza di C elevala alla quarta potenza ; 
e all'altra espressione « e elevala ad n 
diviso r » sostituire dobbiamo t< radice 
erresima di e elevata ad n. » (a) 


in A rii melici esternalo rapporto alla moltiplica- 
zione e divisione il e Ile quantità per frazioni, diamo 
a dii edere cioè che non solo il cosi detto molti- 
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193. Lo cosi delle polente (ralle , seb- 
bene abbiano nel posln dell' esponente li- 
na frazione , hanno dim>]iic in renili an- 
cor esse un esponente intero, e depqiono 
perciò essere alle medesime leggi di cal- 
colo soggette , cui soggiacciono le quantità 
aflelte da esponenti interi . 

Cosi per esempio 

' 1 s a 

c 3 X e* = (|A)*X(L e ) 2 = 

3 > 3 i 

= ((/«)• = ^/c* = C 3 = e ' 2 

La serie delle eguaglianze per cui siamo 
passali prima di giungere all’ ultimo risul- 
talo e* ò giustificala dagli ora esposti teo- 
remi ; e questo è il necessario andamento 
dei ragionamenti che deve nostra mente 
seguire per convincersi che t* e I' ultimo 
risultato cui ci reca il primo membro del- 
le sopraesposte uguaglianze . Ma siccome 
questo risultato è il mede-imo di quello che 
si ottiene sommando le frazioni che stan- 
no nel posto degli esponenti, così diciamo 


che la moltiplicazione delle potenze fratte 
si eseguisce facendo 1 t somma degli espe- 
llenti frazionari al modo stesso che si pra- 
tica per la moltiplicazione delle potenze a- 
vcuti gli esponenti interi . Infatti facendo 
questa somma , abbiamo 

— 2 5-4- -L — 

e 3 X e 3 — e 3 3 e 3 = e 2 . 

Consimili ragionamenti hanno luogo per 
rapporto alta divisione di potenze fratte e- 
spressa per una medesima lettera , e cosi 
pure per rapporto alla loro elevazione a po- 
tenza o estrazione di radice come vedremo. 
Ed appunto perche anche in questi casi si 
ottengono i medesimi risu4lamcnli, -eseguen- 
do sulle frazioni clic stanno nel posto de- 
gli esponenti quelle operazioni dello stesso 
nome clic si eseguirebbero sugli esponenti 
interi se si dolesse agire sovra potenze in- 
tere, e giustificala la regola che ci insegna 
ad assoggettare le potenze fratto allo stesso 
trattamento delle potenze aventi gli espo- 
nenti interi («) . 


plicare e dividere per frazione , ma ancora il 
emù delta elevai e le quantità a potenza fratta , 
ìvm e an fare come da atolli si sostiene una unica 
offerti zi on e individua , ma è un eseguire pel nu- 
meratore solo , la operazione che è indicata dalla 
parola presa nel s> giti ji calo che a rigore le com- 
pete , dopo di avete eseguita pel denominatore 
l operazione opposta . Come « moltiplicare e per 
i/iiatho terzi » sibili fita noi» giù rentier e quattro 
terzi di valla piò grande (espressione assunt i) ma ren- 
dere quattro volle più grande il t**rzo ili e : come 
« dividere e per quattro terzi » semin a non già ren- 
dere e quattro terzi di volta piò piccolo ( espres- 
sione assurda pur essa ) ma render quattro volle 
piò piccolo il triplo .li e , cosi « elevare e a quat- 
tro terzi n .significa non già elevare e alla potenza 
quattro terzi { i «pressione aneli 1 essa assurda ugual- 
mente ) ma un elevale alla potenza quarta la ra- 
dice terza di e . 

Non è dunque I’ Algebra che nelle potenze fratte 
ci offra , come molli seguendo Fram oeur ci asse- 
riscono , un simbolo insignificante: siamo noi die 
male leggendolo , diciamo parole insignificanti . Pon- 
deriamo die il primo membro deità equazione in 
(II) è equivalente al secondo , e alle parole insigni- 
ficanti « e posta quattro terzi di volta come fai - 
fura n ibe ci pone in bocca il primo incml.ro si 
sosliluiscnno (pii Ile die ci pone in bocca il si con- 
do membro die esplica il valore del primo , e di- 
remo i. radice terza di e posta quattro valle co- 
nte fattore » e il significalo delle nostre parole 
sarà chiaro e lampante . 

(/#) Bisogna però dimostrare questa coincidenza 
di risullatucnli . In grave errore infatti cadremmo 
se per amore di brevità ci credessimo dispensali 


dal dimostrare die nei potenziali fratti espressi fvr 
una sii ssa lettera , la moltiplicazione si fa con la 
somma dei loro frazionari (‘spondili , la divisione 
Con la sottrazione , ce. penile si e già dimostralo 
doversi dò eseguire allorché gli esponenti sono in- 
teri . Hil in vero una dimostrazione appoggiala sull 1 
officio degli esponenti , siccome è quella delle rego- 
le per le sopracilule o|*rasio»i quando gli espo- 
nenti sono interi , è le. u evidente , die non è ap- 
jdicaliilc al caso in cui nel posto «Irgli * esponenti 
vi hanno fia/ioiii die sono dell 1 ufficio degli es(>o- 
nruli destituite . l! ingionomenlo necessario per con- 
vincere I 1 intelletto è il seguente. Riflettiamo prima 
di ogni altro che e elevalo come suol dirsi alla 
frazione n fr altro non è che la radice cr regima di 
e elevata ad n ; giacché la prima cosa detesta eia a 
Conoscersi e la cosa su cui dobbiamo operare . Ese- 
guiamo quindi sopra e elevato alia potenza n quelle 
operazioni die noi dobbiamo eseguire sulla sua ra- 
dice ermi ut a , e giunti die siamo all 1 ultimo ri- 
sultato dividiamo il suo esponente per r, e così 
correggiamo I* errore che abbiamo commesso al prin- 
cipio del calcolo di operare cioè soffra e elevato 
ad n piuttosto che sulla sua radice crrcsìma , 
siccome dovevasi . Ma col così diportarci nelle mol- 
tiplicazioni e divisioni dei potenziali fratti espressi 
da una stessa lettera , non die nelle elevazioni a 
potenza e nelle estrazioni di radici , noi precisa- 
mente eseguiamo sulle frazioni che stanno nel posto 
d.-gli esponenti quelle ojxrrazioni dello stesso nome 
che si eseguirebbero sugli esponenti , se si trattasse 
di potenziali ad esponente intero : dunque trattan- 
do nelle diverse operazioni gli esponenti fratti 
colie stesse regole con cui si trattano gli esponenti 
interi , si opera bene . 


Digitized by Google 




"£ 


Potenze nulle . 

1 9 i. Quando nel posto dell’ esponente tli 
una quantità troviamo lo zero, tal simbolo 
non può cs-ere al certo la traduzione in lin- 
guaggio letterale di condizione veruna di 
quesiti o teoremi . Non può per esempio 
c® indicarci ette c non è mai posta nel cal- 
colo , giacché ciò si indica con c><o : non 
può indicarci clic c esista, ma sia priva di 
ogni esponente , non può cioè supporsi dio 
sia c° = c , perchè se e esiste, c non \i 
è esponente espresso, non è che manchi, 
ina vi si sottintende 1' 1 , non esistendo 
quantità senza esponente. Considerando per- 
ciò lo zero come un vero esponente, il c 
altro esprimere non potrebbe che « c po- 
sto zero volte come fa'lore » ; ed è ben 
chiaro clic niun problema o teorema può 
mai presentarci una condizione che sia si- 
gnificabile per questa espressione clic non 
significa nulla. Egli è perciò mini lesto , 
che se zero si trova nel posto di un espo- 
nente , non può figurarvi se non come il 
risultalo di una qualche operazione , che 
sull’ esponente sia stata eseguila. E sicco- 
me per poco che si rifletta , ninna delle 
sei operazioni che hanno luogo snlle quan- 
tità possono recarci al risultato /.ero ad ec- 
cezione della sottrazione , cosi è evidente 
non potere esso derivare che da una sot- 
trazione . E poiché la sottrazione negli e- 
sponenli non peraltro si eseguisce che per 
effettuare una divisione , c perdio quando 
il residuo di questa sottrazione è zero, ciò 
prova che i fattori tutti uguali a « , clic 
costituiscono il divisore hanno eliso tutti i 
fattori uguali a c clic si trovano nel divi- 
dendo , cosicché il dividendo è uguale al 
divisore , conchiudiamo che c° è I’ indica- 
zione di un ((noto che risulta dalla divi- 
sione d'una quantità qualsiasi per sé stes- 
sa, ed è perciò 1. Ecco in breve il fatto ra- 
gionamento r°è c“ _ ", ossia c“",c". Ma c "le" 
= 1. Dunque c* — . 1. Quindi allorché 
qualche lettera affetta dall' esponente zero 
si trovi come fatture in qualche termine , 
può trascurarsi , o so piaccia può aggiun- 
gersi come fattore a qualsivoglia quantità, 
perchè aggiungere o togliere 1 come fatto- 
re , ossia moltiplicare o dividere per 1 è 
un lasciare inalterata la quantità. Cosi «° 
= l;c°= ]; («/„)• =1. Cosi VX* = v; a m c° 
= a'" ; a*c m = c m ; a {ni — ;iì® = a ; 3m® 
— 2c® —1; (c®/n — m 1 p*jSmp a — 3 m' : p 2 
— 'invp 1 ; 2a® — 2c° = 0. 


Potenze negative 

ossia quantità affette ila esponente negativo 
, si intero che frazionario . 

195. ducile le quantità con esponente 
negativo cosi detto , non possono essere la 
primitiva espressione in linguaggio letterale 
delle condizioni di vermi problema o tco-. 
rema: poiché considerando il — n per cs. 
come un esponente -dato alla quantità c, il 
c~“ altro non potrebbe indicarci se non 
che « c potto metto n volte come fattore n 
parole del tutto insignificanti, e perciò non 
atto ad esprimere condizione veruna . 

Ma se insignificanti sono le esposte pa- 
role , insignificante al certo non è il sim- 
bolo c~" che erroneamente viene, in quelle 
tradotto. E ciò che trascina multi Matema- 
tici a quella insignificante espressione è 
I' erroneo credere clic e~“ sia 1’ indicazio- 
ne di un termine affetto da un semplice c- 
sponenle , il credere cioè che il — n sia 
l’ indicazione non di una sottrazione di quan- 
tità, ma di una quantità indipendentemente 
dall' indicanone di qualsiasi operazione che 
l' accompagni , di una quantità cioè in fun- 
zione di diminuzione , d’ una quantità ne- 
gativa. in questa erronea supposizione clic 
1' esponente sia una semplice quantità ne- 
gativa , c noti laf indicazione di una sot- 
trazione , non polendosi certamente una 
quantità negativa prestare all' officio cui 
I’ esponente è destinato, convicn dire che 
c — " è un’ espressione che non significa 
nulla , e clic perciò unicamente per con- 
venzione può ritenersi uguale a qualche 
quantità ; c questa erronea supposizione poi 
è causa di contraddizioni e tli oscurità . 

19d. Abbandonate queste false vedute . 
Tenete per ferino die nei processi del cal- 
colo il segno — ha sempre il significato 
di sottrarre, c mai quello del //unii fica re la 
quantità , giacché la massima che il segno 
— talvolta qualifichi ( sebbene non sia e- 
stranca anche ai più moderni trattatisti ) 
noi non avemmo difficoltà di asserirvi i§.15) 
che è la prima mali labes dell insegna- 
mento (Ielle matematiche. Sostenete i di itti 
dell'Algebra, il cui prezioso requisito det- 
1* evidenza delle sue dimostrazioni tutto ri- 
posa nell’ accordare sempre ai suoi segni 
un medesimo preciso c non equivoco o am- 
biguo significato : dite clic nei processi del 
calcolo — c indica sempre una cosa stessa, 
la sottrazione tli c ; c tosto e~ m cesserà (li 
essere una espressione insignificante, e di- 
verrà ( analogamente ai principi già esposti 
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{§.1”) l’ indicazione di una quantità nel po- 
sto del cui esponente è indirai a una sottra- 
zione ineseguibile perchè manca il minuendo . 

Dir dunque c~“ è un diro clic trattaci 
«li sottrazione negli esponenti , e quindi 
trattasi di iuta divisione, giacché unica- 
mente nel solo caso di divisione si ese- 
guisco la sottrazione negli esponenti . Dir 
dunque c~“ é un dire che e~“ è un ri- 
sultalo d' una divisione, ossia è un quoto, 
e nelle sue divise medesime questo simbolo 
per poco che si finalizzi ci olire il suo va- 
lore , quello in pari tempo additandoci del 
dividendo e del divisore. 

Non polendo esistere fattori noi quoto , 
elio non sieno nel dividendo, dire che il 
quoto è c " , è un dire 1° che nel divi- 
dendo havvi un certo numero di fattori 
tutti uguali a c: 2° clic dopo aver tolto 
dal dividendo tutti quelli che Ita comuni col 
divisore , in esso non rimane vorun fat- 
tore eccetto l'unità: 3° che dopo aver, io 
tolti altrettanti nel divi ;orc, rimane nel di- 
visore un numero a die da doversi sottrarre, 
cosicché posto che il dij'idendo sia e" 1 , il divi- 
sore è e" ,+ " ; e i° finalmente clic allora 
solo il numero » dei fattori elio rimangono 
nel divisore potrebbe essere anck’ esso sot- 
tratto ( c si avrebbe nella sottrazione degli 
esponenti zero di resto ) quando nclt'espo- 
ncnte del dividendo si aggiuiigc.-se -4-n. 

Dir dunque c~“ è dire un tal quoto che 
diventa e®, ossia 1 , quando all' esponente 
in del dividendo c m si aggiunge n , sicché 
divenga c m+ “ -= c" l X«" , ossia quando si 
renda il dividendo e" volte più grande. Ma 
quando si rende c" volte più grande il di- 
videndo , c“ volle più grande diviene an- 
che il quoto: dunque il quoto c ~" , dive- 
nendo 1, è divenuto c" volle più grande; 
dunque è i “ volle più piccolo di 1; usua 
è una unità frazionaria che ha per deno- 
minatore c“. 

L’ analisi del simbolo c— “ ben condotta 
ci porta dunque a roncbiudcre che 

-c~“^c u ss 1 , donde c ~' 1 — 

c'- 

Abbinmo cioè dimostrato che 
. . «"* 

C-n è ossia C — — . 

Ma riducendo la frazione ai menomi termini, 


c"‘ t"‘ 

abbiamo 

1 

Dunque c~“ — --- 


1 97. Con lo stesso' procedimento anali- 
tico si giunge a simile risultato nel caso 
pur anche chcnabbia un valore frazionario. 

Concili udiamo perciò che una quantità con 
1' esponente negativo sì intero che fraziona- 
rio non è che /' unità divisa per la quan- 
tità stessa affetta dallo stesso esponente però 
non più negativo , ma positivo . 

Perciò 


e 1 

— = «X — = cm~‘ 
in m 


ac /mn = acm~ , n~‘ 

1 1 


a“ 

a 

= oc"-"* 

C'"— “ 

138. E da ciò apparisce che in una fra- 
zione il denominatore si toglie senza alte- 
rare il valore della quantità , portandolo a 
fattore del numeratore, e cambiando soltanto 
il segno al suo esponente . E questa opera- 
zione riesce utile , poiché per mezzo di 
essa riducasi al calcolo degli interi il cal- 
colo piu complicalo delle frazioni . 

_ , o s v 5 in' n® 

Cosi — X — • 

m» c 8 c 3 in» 


e lo stesso risultato otteniamo eliminando 
i denominatori col mezzo ora indicalo, poi- 
ché abbiamo 


a*e s m »X m '£— 8 


«'e - r »»— 5 = 


a 6 

e s m^ 


Risultati identici in luti’ altre operazioni si 
ottengono tanto col calcolo delle frazioni che 
con quello fondato sugli esponenti negati- 
vi , siccome per esercizio può 1’ Allievo da 
sé verificare sopra analoghi esempi . 


111. Formazione belle totenze dei rouxoMii 


199. Bastano le semplici regole della 
moltiplicazione dé* polinomi per poter ele- 


vare a una potenza ennesima un polinomio 
qualunque ; poiché si ha solo a moltipli- 
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care n — 1 volle di seguilo per sì slesso . 
Ma se il grado della potenza è piuttosto 
allo , le numerose moltiplicazioni dei suc- 
cessivi prodotti { clic si rendono sempre 
più complicati ) per lo stesso dato polino- 
mio , riescono assai incomode , ed è per- 
ciò che gli Algebristi vi lian trovato un 
compenso . 

ELEVAZIONE A POTENZE DE’ BINOMI . 


200. Diamo principio al Intinto della 
elevazione a potenza delle quantità com- 
plesso dui binomi, c perchè sono i poli- 
nomi meno composti , altro ossi non es- 
sendo che o la somma di due termini a,c, 
espressa da (— t— o da ( — a— e) ovve- 
ro la loro differenza espressa da (4-n — c) 
o da ( — a +-e) ; e perché lo regole che 
riguardano la elevazione a potenza dei 
binomi servono di norma per la eleva- 
zione a potenza di lutti gli altri polino- 
mi . Quindi , capitando spesso il biso- 
gno di dover parlare dei binomi in genere, 
attesa la indicala importanza somma delle 
loro teoriche, giova averne una csprcssio; 
ne la più concisa ; omd’ è che qualunque 
binomio il più complicato verrà da noi c- 
sposto sotto la semplice formolo ora espres- 
sa, premettendo che da qui innanzi, par- 
landosi di binomi , sotto la denominazione 
di a , ovvero di 1" tenera, intendiamo c- 
ssprimere il 1® termine , e sotto la deno- 
minazione di c , o di 2" tenera , intendia- 
mo di esprimere il 2® termine di un bino- 
mio qualunque, quand'anche questi ter- 
mini sicno composti di molli fattori , del 
coefficiente cioè e di molle lettere affette 
da diversi esponenti . 

Eleraxiune tiri binomi 
atta 2 « |totcnz3 ossia al quadrato . 


201. Elevando a quadralo la somma di 
due termini , otteniamo (§.199) 


H-«4-c) 2 

(-o-«J 8 




Elevando poi a quadralo la differenza , 
etlcniauio 


B-n — e) a 
(— a+c)> 


= a- — 2 < ic 4 c * 


E da ciò conchiudiamo che il quadrato di 
un binomio ordinalo rispetto alla stessa 


lettera per cui è ordinala la radice , ri- 
sulta sempre di tre termini , cioè del qua- 
drato del 1® termine, del doppio prodotto 
del 1® nel 2®, e del quadrato del 2® , e 
latti questi sono affetti dal segno -1- , se ambi 
i termini del binomio hanno lo stesso segno, 
sia il 4- , sia il — , se cioè si tratti di 
somma ; e il saio doppio prodotto è negativo, 
se i termiti del binomio hanno segni con- 
trari , se cioè si tratti di differenza . 

202. Applicando l’esposto teorema a bi- 
nomi compo-ti di termini diversi , col so- 
stituire ad n C a c i valori che il caso par- 
ticolare ci offre , traviamo per es. che 

(iW-Bnz)* — a a a*-+-2flmxz4-m 1 z* 
(Ì« 2 c4-aV a = lGfi , c a -t-8<i 5 e-|-a‘ 

(2am* — 3m) a = ia a m® — 12«m 3 -t-9m a 
(C 3 -+-"/ a )- — c®-Hic3-4-fl a /, 

(x4- c /»' s = x- -(-cx-t-c' 1 /» 

(20-t-6; a = 400-4—210—1-36 = G76 
(l/x4 -c,* — x4-2rj//r-i-c a 
(j/m 4-|/e s ) a = m 4-2j/ c 3 .il4--’ 3 

Q/*— ’ "U) — *— 

(;/ 2+o) —24-10;/ 24-25 = 274-1 0|/2 
(1-/2 4- Va' = 2 4-;/ 24- ‘A = »A+l/2 

293. Dal teorema (201) scende pure la 
furinola che ci dà in un modo generico la 
differenza che passa fra il quadrato di un 
numero qualunque e il quadralo del nu- 
mero immediatamente prossimo di lui mag- 
giore. Ed in vero chiamato n il 1°, «4-1 
è il 2°; c la differenza de’ loro quadrati 
si avrà col sottrarre il quadrato del 1° 
cioè n- dal quadralo del 2® che è (»4-1) 2 
= n a 4-2«4-l ; e sarà perciò *®-+- 2 « 4 -l 
— n- = 2 <a 4 - 1 . Dunque 2a4-l ossia il 
doppio del dato numero, più 1 , esprime la 
differenza che passa tra il suo quadrato e 
il quadrato del numero che immediatamente 
il segue nella serie dei numeri naturali (a). 

Elevazione de' binomi 
alla terza potenza o cubo . 

204. Elevando a cubo il binomio som- 
ma otteniamo 

(a— 4— c) 3 rrr= a 3 -f 3«-c-J-3flc*-l-c 3 
( — a — c) 3 = — a 3 — 3a-c — 3ac 2 — c 3 


{a) E siccome 2/i-t-l = n+|n+t ) può ambe 
dirsi ebe la somma di due termini progressivi c- 
spritue la diITcreuza dei loro quadrali . Così la dif- 
ferenza tra il quadralo di 4 e il quadrato di 5 è 


appunto 9 , ebe tanto può dirsi essere il doppio di 
4 , più i , quanto può dirsi esser la iomuia dei 
due numeri progressivi 4 e 5. 


Digitized by Google 




Elevando a cubo il binomio differenza , 
otteniamo 

(a — e}* = -+«®-— 3rt ! c+3ae s — e® 

( — fl-t-r}' = — n®+3i( 2 c — 3rtc a +c 3 

Cosicché ronehiudi.imo, die il cubo di un 
binomio risulla sempre di quattro termini , 
cioè del cubo del 1° termine, del triplo qua- 
drato del 1° termine nel 2" , del triplo del 
1° nel quadrato del 2‘* , e del cubo del 2° 
termine : e tutti questi termini sono affetti 
dal segno stesso de' termiui del binomio, quan- 
do ambedue l’ lutato eguale, quando cioè 
trattisi di binomio somma ; e sono alterna- 
tivamente positivi e negativi i termini del cu- 
bo , quando i termini del binomio hanno se- 
gni contrari , quando cioè trattasi di biiu>- 
mio differenza : essendo in tal caso affetti 
dal — solo que’ termini che contengono le 
potenze impari di quel termine del bino- 
mio clic è negativo . 

203. Applicando il dimostralo teorema , 
ai casi particolari in cui a e c hanno di- 
versi valori, troviamo che 

(3f®+ir)® = 2"/*-hl08cy«-f-lii<;y3 
H-tìic* . 

(2j-— 3j)® = 8</*— 36p»-+5ty— 27j®. 
A 2j- N ^ 3 A® g-h* 2 //* 

T + nJ = H + T ■ + "2A - 
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in m \® ni® m* 8»r 

3 F/ ~ Hi ~ 729 “ 72? 

(20+2)® = 8000+2100+210+8 
— 10G18. Ed in falli 22® = 10018. 

206. Dallo stesso teorema scende pure 
t i forinola che ci mostra la differenza Ira 
il cubo d' un numero qualunque n, e del 
numero clic immediatamente il segue, cioè 
di m- 1 . Questa differenza infatti si ot- 
tiene sottraendo a® da (n+1) 3 , o-si.i da 
h*+ 3#*+-3»+1 ; e risultalo di lai sot- 
trazione è 3«-+3« + l. Dunque 3/c-+3n 
+ 1 , ossia la somma di 1 più il triplo del 
dato numero , più il triplo del suo quadra- 
to , è sempre la diflerenza che passa tra il 
cubo del dato numero e di quello che imme- 
diatamente il segue. Cosi li differenza tra 
il cubo di 2 , c di 3, cioè Ira 8 e 27, è 
appunto 19 , clic nasce dalla somma di 1 
col triplo di 2 ebe è 6 , più il triplo del 
suo quadrato i , che è il 12. 

InnulzumenlO dei Pinomi a (piatsirn-'ia 
potenza per mezzo detta formula 
de! Iiiitomio Newtoniano. 

207. Moltiplicando per n+-c il cubo 
(a+c)® = « 3 +3a-c+3ac-+c® risulta la 
quarta potenza di (a+c) : questa moltipli- 
cando per (a+c) uc risulta la quinta ec. , 
cosicché falle le debile riduzioni ecco il 
quadro dello successive potenze di (n+r) 
sino alla settima . 


(a+cj* = «' + c 
(a+c) 2 — o'-+2nc -+ c* 

(a+c)® = o®+3a ? <+3ac s -+ c® 

(a+c)® = a 4 +la , c+6a 2 c 2 +4ae® +e* 

(a+c,® = a s +5a*c-+10a*c :! +10a-c®+5flc* +c* 

(a+c)* = a*+6a I c+13a*c*+20a®c®-l-laa , c*+Gac* + c® 
(a-+c)® = « T +7a*c -t-21a*c 2 +-33a*c® +3oa'’c*+21a a c i +7al;•+c , 


208. Da questa tavola rileviamo di quante 
e quali parli sono costituito le diverse suc- 
cessive potenze di un binomio sino alla po- 
tenza 7' 1 . Incomodo però ricadrebbe alla 
nostra mente il ritenere a memoria tanti 
distinti teoremi , quanti ne abbiamo circa 
la costituzione delle successive potenze , 
clic sono tanto più complicale quanto più 
alto è il loro grado , come pur tediosa ci 
ricadrebbe 1’ esecuzione di tante moltipli- 


cazioni, quante no occorrerebbero per giun- 
gere alle richieste potenze , passando per 
la trafila di tulle quelle che sono ad esso 
inferiori. A questi inconvenienti porge ri- 
paro 1’ utilissima formola inventata dal ge- 
nio di Newton , la quale prestasi alla for- 
mazione di qualsiasi alta potenza dj qua- 
lunque binomio , precisandoci di quanti c 
quali termini essa risulta . E questa for- 
mola importantissima che dal suo inventore 
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fu della Binomio Newtoniano possiamo ora 
ad esporre o dimostrare . 

20!>. lntaulo dilli' analitico esame del 
quadro ora csposlo rileviamo , clic il nu- 
mero dei termini di qualunque potenza si- 
no alla settima supera di 1 il grado della 
potenza «lessa; c rileviamo pine quali 
essere delibano essi , stabilendo le se- 
guenti regole relative a ciascuno degli ele- 
menti di cui ogni termine risulta. 

Rrgoln per i segui , 

210. L'esposto quadro non contempla 
elle il solo binomio somma di termini posi- 
tivi , e ei mostra , clic lutti affetti dai -j- 
sono i termini di qualsiasi potenza. È poi 
ben facile il conoscere clic se il binomio 
fosse somma di termini negativi, tulli af- 
fetti dal -+- risulterebbero i, termini delle 
potenze pari, lutti afflitti dal — i termini 
delle potenze dispari. Quindi conchiudasi , 
clic le potenze pari del binomio somma han- 
no lutti t loro termini indistintamente affetti 
dal -h; e le potenze dispari hanno tutti i 
termini affetti dal segno dei termini della radice. 

211. Nel binomio differenza poi ( in cui 
scrondo il costume teniamo per fermo clic 
il termine positivo sia espresso da a , e 
sia posto per primo ) , avviene che i ter- 
mini delle successive potenze s iena alternati- 
vamente affetti l' uno dal -+- /' altro dal — , 
essendo del segno — forniti tutti r/ue' ter- 
mini , in cui esistono le potenze dispari di 
quella delle due lettere , che trovasi af- 
fetta dal — . 

Rigida js-r le lettere . 

212. In lutti i termini delia sviluppala 
potenza del binomio (n-t-r) esistono a e c 
moltiplicale una per l’ altra , poiché se 
manca c nel 1° cd a nell’ ultimo termine 
di qualsiasi potenza , come lilevasi nella 
tavola (§.207) per un utile uniformità , in- 
tendiamo clic vi sieno elevate alia potenza 
zero (§.19i) . 

Regole per gli esponenti . 

213. Per poco elio si tenga dietro allo 
andamento degli esponenti di cui sono for- 
niti i termini delle successive potenze, èc- 
conc gli interessanti rilievi . 

1. Nel primo termine dello sviluppo l'e- 
sponente di a ( primo termine del bino- 
mio ) è lo stesso esponente m cui devesi 
innalzare tulio il binomio ; c va scemando 


di un grado di (ormine in [ormino succes- 
sivo sino a divenire zero nell’ ultimo . 

II. 1/ esponente di c ( secondo termi- 
ne del binomio ) va poi al contrario con 
ordino inverso , è cioè zero nel primo ter- 
mine dello sviluppo , e va di termine in 
termine aumentando di un grado , finché 
giunge ad essere nell’ ultimo termine Io 
sle-so m clic a aveva nel primo. 

III. Perciò tutti i termini dello sviluppo 
sono omogenei , è cioè sempre eguale in 
ciascun di essi la somma degli esponenti 
di a e c , somma die è sempre lo stesso 
esponente m della potenza cercala; poiché 
quando a possiede m per esponente, c ha 
per esponente zero ; e ne’ termini succes- 
sivi cresce 1' esponente di c di quanto sce- 
ma 1' esponente di «, cosicché in tulle le 
potenze esposte nel quoto , ecco 1’ ordine 
con cui compariscono nei successivi termi- 
ni le potenze di a , c c . 

a'"c° , , a”- t c\..a 0 c m . 

IV. E siccome all’ esponente m , che 

nel primo termine dello sviluppo risiede 
in a , si comincia a togliere 1 nel 2° po- 
sto , 2 nel 3° ,n — 1 perciò nel posto 

ennesimo ; e siccome sempre 1' esponenlc c 
è espresso da ciò cho viene tolto all'espo- 
nente m di a nel termino stesso , dobbia- 
mo avere in qualsiasi termine ennesimo di 
tulle le esanimale potenze a m ~ '. 

V. Finalmente i termini di qualunque 
potenza come ce li presenta la serie sopra 
espressa , e la tavola (207) costituiscono 
un polinomio ordinalo rispetto alla lettera 
a , mentre il costituirebbero ordinalo ri- 
guardo alla lettera c , so fossero scritti in 
ordine retrogrado . 

Rrgo'e per i coefficienti. 

2 li. Bene analizzando la leggo con cui 
in ciascuna delle potenze esposte (§ 207) 
procedono i coefficienti , troviamo che il 
coefficiente del primo, cd ultimo termine del- 
lo sviluppo è I : e il coefficiente di ogni al- 
tro termine è sempre il coefficiente del ter- 
mine anteriore moltiplicato per l’ esponente 
che ivi a possiede, e diviso pel numero d'or- 
dine dello stesso termine antecedente , di mo- 
do che applicando questa regola alla for- 
mazione del coefficiente del 2 IJ termine , 
troviamo essere *•'"*/, = m : applicandola 
poi alla formazione dei susseguenti , tro- 
viamo pel terzo "»i«— iy if ec. Ed ecco la 
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serie dei coefficiciili dei successivi termini 
delle esposte potenze . 

«i(wi — 1 ) m[m — l)(ro — 2 ) 

J. « . — . 2 3 

Così , follo m — 7, ecco i coefficienti del- 
la potenza settima di a-t-c 

1 M 7.6 7.6.3 7.6.3. 4 

1 • 7 ' ' TJ~ ’ TsT ’ 

7.6.3. i .3 7.6.3. 4.3.2 7.6.3.43.2.1 
2.3.4. 3 ’ 2Ì3.Ì.3.6 ’ 2.3.4.S.6.7 
e ci accorgiamo ( togliendo i fattoli espli- 
citamente uguali che trovatisi nel numera- 
tore e denominatore delle frazioni ) clic il 
coefficiente quinto è uguale al quarto ( e 
sono questi i medii ) il sesto al terzo , il 
settimo al secondo, 1 ’ ottavo al primo, tro- 
viamo cioè , come necessaria conseguenza 
delle regole della loro costruzione, eguali i 
coefficienti dei termini estremi , e dei ter- 
mini che sono equidistanti da essi. 

E poiché il numero dei termini di una 
potenza supera di 1 il numero che ne in- 
dica il grado (§.209) ne seguo che nello 
sviluppo delle, potenze di grado pari, in cui 
perciò il numero dei termini è dispari, al- 
lorché siamo giunti alla formazione del ter- 
mino medio, i coefficienti dei termini suc- 
cessivi sono i già trovali in ordine inver- 
so, e nello sviluppo delle potenze di gra- 
do dispari, in cui perciò il numero doi ter- 
mini è pari , quando siamo giunti ad otte- 
nere il primo dei due termini di mozzo , 
che per essere equidistanti dagli estremi 
sono eguali , i coefficienti dei termini se- 
guenti sono i trovali presi come sopra . 

213. Con queste regolo relative ai se- 
gni , tenere , esponenti e coefficienti , senza 
passare per la trafila di quelle successivo 
moltiplicazioni clic abbiamo c-cguite per 
ottenere il quadro !§.‘207) tosto sviluppia- 
mo i termini tutti di qualunque delle ivi 
esposte potenze , e non unicamente del bi- 
nomio sommo positiva (iiq--) il solo con- 
templato nel quadro ora citalo , ma del 
binomio somma negativa ( — a — e) , e del bi- 
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notaio differenza (a —r) , i di cui sviluppi 
non dilTcriscono che nel semplice segno, al- 
la determinazione del quale valgono le re- 
gole (§.210 e 211). E precisalo cosi il 
segno clic dehhe ad ogni termine compete- 
re , si scrive il primo termine dello svilup- 
po , che è sempre a'" (§. 213. Ili) : si for- 
ma poscia ogni altro termine , modificando 
gli elementi del termine anlcccdculo , cioè 
moltiplicando il coefficiente dd termine ante- 
cedente per 1' esponente che "ivi possiede a, e 
dividendo il prodotto pel numero iiidir/mte il 
posto dello stesso termine antecedente , e ac- 
canto a questo quoto ponendo a coll' espo- 
nente diminuito di 1 , e c coll' esponente ac- 
cresciuto di 1. 

216. Cosi, volendo lo sviluppo di (a bc) s , 
ceco la formazione di ciascuno dei termini 
suoi . 

Il I. è Xa 4 c°, ovvero a 5 
II II. è 4 - */,X« , c‘> ovvero 3 a % c 

I! III. è ‘•V 1 X«”c*, ov - v,, ro 10n 3 e a 

il IV. è , 0 -*; 3 X«V, ovvero Ì0« a c 8 

Il V. è 4 V! /|X ,,,C '> ovvero 3«c* 

Il IV. è * - i/ l X ( ' *<■■*. ovvero c J 

E clic qui abbia fine lo sviluppo , no 
siamo avvertili dilla stessa regola o for- 
molo , poiché proseguendo ad applicarla 
al termino seguente, ci dà zero per risul- 
talo: infatti il cusiUcionle del settimo ter- 
mine risulta dal coctUeicnle del sesto che 
è T unità moltiplicala per I’ esponente di 
a nel termine stesso, esponente che è zero, 
e clic perciò zero rendo il prodotto di qua- 
lunque quantità venga per esso moltiplicata. 

Riunendo ora lutti i termini ottenuti con 
questa regola, abbiamo (a-F-c ) 5 — « s 
-F- 3« V + 1 6 « V- - H 1 0a V- -F 3 «r 4 -t-c 5 , s v i 1 u p - 
po identico al prodotto ottenuto per mezzo 
delle successivo moltiplicazioni nella ta- 
vola (§.207 1. 

217. E se esprimiamo con t» il numero 
indicante il grado della potenza cui voglia- 
mo elevare (h-4-c) cosicché , operando giu- 
sta l’esposto metodo, avvenga elio le ope- 
razioni prescritte dalle regole rimangano 
indicale , risulta la seguente forinola . 


Formula dui Binomio Newtoniano 


mlm — 1) m'.m — l){m — 2) „ „ 

(a+c)"‘ e 4 c H -- a"*-»c a -1 -a”—"c 3 


m(m — l)(m— 2)(«i — 3) 

iJT~ • • • 
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Quantunque però per mezzo di ripetute 
moltiplicazioni abbiamo noi portato bene in- 
nanzi il quadro delle successive potenze, 
essendo giunti sino alla settimi ( §.2l)7 ) : 
quantunque i d.ligcn’.i allievi ne formeran- 
no almeno altrettante, continuando le mol- 
tiplicazioni per (H-e, e così (il quadro c- 
stendendo che le dimensioni della pagina 
non ci hanno permesso ili protrarre più 
olire) verificale vedranno le proprietà che 
abbiamo rimarcate, e le regolo clic vi ab- 
biamo dedotte , per molle potenze succes- 
sive, pure potrà chiedersi se esse tutte poi 
andranno a verificarsi per potenze di gra- 
do indefinitamente più allo , se la m in 
somma della forinola, che tulle quelle regolo 
accoglie ed esprime, debba limitarsi a. quel 


numero di potenza clic abbiamo con la mol- 
tiplicazione ottenuto , o indicar debba un 
numero qualunque. Ora elio tutto lo esposto 
si verifichi per qualunque potenza o» , so 
1’ analogia ne induce a crederlo, ne lo ob- 
bliija poi la seguente dimostrazione . 

218. Esprima t» non un numero qua- 
lunque, ma solo quel grado di potenza che 
siamo giunti ad ottenere con le successive 
moltiplicazioni , sicché nino dubbio cada 
sulla verità della forinola (§.217). Questa si 
moltiplichi per (a +-c) , ed è chiaro clic il 
primo inombro diventerà fa-l-e)'"{«-t-c) 
=: (a -t-f)"' - *"* ; ed il secondo diventerà ciò 
che la moltiplicazione giusta le regole dei 
polinomi ( §. t S3 ) qui sotto eseguita ci 
esprime . 


m'm -1) , m{m — l)(ro — 2) . . 

(u-t-c)"' = a"‘ -t- mu n 'f«c 4 a"— -e - ■+■ — ^ 3 -f- .... 

M Z.Ó 

a+c (moltiplicatore) 


m[m — 1) , «n(m- l)(m — 2) 

(u4-c) m+ * = a"' rl •+• ma'" e H a"'-'c a 4 

-4- a m c - 4 - 


, nifm -1) 

■+■ — - — «"'-•e 3 - 4 - .. 


(o4-er + ‘ = a’' 4 ' 1 + (m 4-1) a n 'e -4- 


Ora in lutti quc‘ casi particolari nei quali 
è dimostrato vero lo sviluppo di («4-c)'" è 
vera pure la equazione che abbiamo ora 
ottenuto; poiché la potenza (a4-c)'" + ‘sì ottie- 
ne appunto moltiplicando di nuovo per (n-f-e) 
la potenza (a4-c)'" siccome abbiam fatto . 


(m4-1(m „ (m4-l)m(m — 1) , . 

— , 2 — - «"'-'e 2 -h — T Yf L a'”-* e* 

C) (■*) 

Ma gli stessi identici termini che costi- 
tuiscono la potenza (m 4-1) del binomio 
(<M-c) si ottengono, come può ognuno ve- 
rificare, se si sostituisca (m 4-1) ad m nel- 
la formula ile! binomio Newtoniano : dun- 
que le regole dimostrato vere per la pulcn- 


(•} Ad oggetto di faiitilnrc agli Allievi non ancor bastantemente cs rciUti neU calcolo la esecuzione 
dette necessarie indicale riduzioni , ne piace non essere avari del seguente sussidio . 

Ecco come risulta il coefticienlc d- j l terzo termine oelt’ eipiaziooe prud.jlta dall’ ora eseguila multi- 
jdie azione per I' addizione dei cocfficicuti dei termini simili soprappusli 


m[m — 1) 


4-m 


m(m— l)4-2m m(m — 14 - 2 ) mjm-t-l) (m4-l'm 

2 “ ’ 2 ~ 2 ~ — 2 


(**) Kit ecco come risulta il coefficiente del quarto termine delta somma dei coefficienti dei due 
termini simili sofTrapposli 

m'm — l)(m — 2) t m(m — 1) m(i» — 1)(m — 8)-t-m'm — 1)3 m(m — l)(m — 2 4-3) 

2.3 1 2 Ì3 = 2 21 


»n(m — l)(m-4-l) _ (mf1)m(«i-l) 

2l ~Ui 
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za del grado m , l’ alluni teorema dimostra 
che sono vere pur anche per la poicnza 
(m+1). Ma questo regole si sono dimo- 
strate vere per alcune poche successive po- 
tenze di (a-hc) ( e dalla 2'* alla 7“ nel 
nostro quadro ) ; giacche tutte si sono esse 
ottenute per mezzo delle successive molti- 
plicazioni, ed è appunto dalle indagini falle 
sulla natura e andamento dei termini delle 
medesime che quelle regole si sono dedot- 
te: dunque verificandosi essa , c quando m 
è 2 , c quando è 11 .... c quando nel no- 
stro quadro m è 7 , deggiono ve: idearsi 
anche quando il grado è (7+1) ossia per 
la poicnza ottava : c verificandosi In regole 
per la potenza ottava , verificarsi deggiono 
pure in grazia dell’ ora esposto teorema per 
la poicnza (8-t-l) ossia per la nona, e cosi 
di seguito per le potenze espresse dai suc- 
cessivi numeri della serie naturale indefi- 
nitamente protratta . 

La formola dunque del binomio di Ne- 
wton (5-217) è dimostrala vera per qualun- 
que valore di m . (a) . 

* 219. Passando perciò a desumere da 
questa formola la formola che ci precisi il 
valore di un termine qualunque, detto per- 
ciò termine generale , o terzo, o quarto , o 
quinto, o ennesimo per la potenza del grado ut, 
ora che m non è piu limitato , perchè può es- 
sere uu mhnero qualunque, siamo certi che 
questa formola del termine generale deli- 
ba verificarsi per una potenza qualsiasi . 

Per ottenerla couvicu rammentare aver 
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già orservalo (§.2 13. IV) esser? la quantità 
letterale del termine ennesimo generica- 
mente espressa da »"•— 1 «— *. Non re- 
sta perciò a trovarsi che I’ espressione ge- 
nerica del suo corniciente . Questa si dedu- 
ce dalla formola del binomio Newtoniano , 
facendovi i seguenti rimarchi . 1° In ogni 
termine ( escluso il primo ove il coeffi- 
ciente è sempre 1 , ed escluso il secondo 
ove il coefficiente è sempre m ) il coef- 
ficiente viene presentalo sodo una for- 
ma frazionaria . Il 0 II numeratore de! 
coefficiente di qualunque termine ò sem- 
pre cosliluito da una serie di fattori suc- 
cessivamente decrescenti di una unità, quali 
sono, m, m — 1 , in — 2.... ; ed essendo m — 1 
l'ultimo fattore del numeratore del 3®ler- 
miuc ; essendo in— 2 I’ ultimo fattore del 
numeratore dol 4®, oc. essendo cioè quest’ 
ultimo fattore in ogni termine espresso da 
in meno il numero indicante il posto di- 
minuito di 2 , segue clic in qualsiasi po- 
sto ennesimo I’ ultimo fattore del numera- 
tore del coefficiente ò sempre m — (» — 2) . 
Ili® Il denominatore del coefficiente di qua- 
lunque termine risulta di fattori successi- 
vamente crescenti di una unità, e sono 

2,3, 4 ; c poiché dalla formola del 

binomio si- ha che nel 3® posto 1’ ultimo 
fattore del denominatore è 2 , nel 4® è 3 ...., 
ne segue che in qualsiasi posto ennesimo 
sia n — 1. Ed ecco la formola che in se- 
guilo dei fatti rimarchi risulta pel termine 
generale ennesimo di qualunque potenza , 

a''|— "+ V*— « 


( 0 ). . 


»i(m — l)(m — — fu — 2| ) 
2.3.,.(h— -1) 


(ir) Ln moltiplicazione eseguii:» per passare dalla 
poicnza di grado in alla polenta (m4-t) ci fa co- 
noscere come la costruzione dei coefficienti mimetici 
d’ una potenza pos-u con ogni facilità dedursi da 
quelli della potenza immediatamente inferiore . Ri- 
sulta infatti ad evidenza che (dopo il primo ter- 
mine il rui coefficiente è 1 in tulle le potenze ) 
il coefficiente del 2o termine nella potenza (w-f-lj 
è formato dalla somma dei coefficienti del <0 e 2 J 
termine «Idia potenza ni , il coefficiente di i terzo 
dalla sommo del 2° e 3° della fmteiiza in ec , e 
in generale il coefficiente del termine ennesimo 
della potenza (ih -f- 1 J è dato dalla somma dei due 
coefficienti ibe trovatisi nel rango pi — Ij e nel 
rango n della potenza in . 

(Questa osservazione c» permette «li formare colla 
massima scile» illudine i coefficienti di tutti i termi- 
ni «I 5 una potenza qualunque , desumendoli |ier sem- 
plice addizione dai coefficienti delia potenza imme- 


diatamente inferiore , facendo In somma di due dei 
suoi coefficienti esistenti in due ranghi prossimi, lo 
che tosto otteniamo, se scriviamo in una prima 
linea i coefficienti di una potenza ni nell* ordine 
loro naturale, e in una seconda linea i coefficienti 
stessi , tua in modo che il <0 stia sotto il JO, il 2 y sotto 
il 3 y , CC. della linea primo . Addizionando infatti i 
numeri che sono in ciascuna colonna verticale , ab- 
biamo nelle rispettive sommo i coefficienti ordinati 
della potenza //i-f-l. Ed ecco uè esempi . 

Coefficienti / 4 -f-2 -(- 1 

della potenza 2 rt j 

Coefficienti della 3'* i -f-3-t-3-t-l 
Coefficienti t 4 

della potenza 3‘‘ j 4-f-3-t-3 4 -l 

Coefficienti della 4'* i -+-4-4-6 | 4 -f- f 
CC 11 
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* 220. Con questa formolo possiamo to- 
sto , senza passare per la trafila dei ter- 
mini antecedenti ottenere in qualsiasi po- 
tenza, per cs. nella settima, un termine 
qualunque , e per cs. il 6°. Infatti volen- 
dosi il sesto termine, 1’ ultimo fattore 
ni — (a— 2) del numeratore del coefficiente 
è nel caso nostro 7 — (6—2) = 3:1’ ul- 
timo fattore n — 1 del denominatore del 
coefficiente stesso è 6—1 = 3, e perciò 
sostituendo nella formolo (0) ad n il 6 
otteniamo subito 


7.6.5. 1.3 
2 . 3 . 1. 5 


a a c s = 21a*t* 


* 221. Con la (0) possiamo (osto otte- 
nere la forinola esprimente il termine me- 
dio a coefficiente massimo di qu risiasi po- 
tenza pari . Basta per tale oggetto porre 
mente che questo termine di mezzo trovasi 
nel posto espresso da "*/i~t-l, giacché que- 
sto termine col numero m / a dei termini 
che Io precedono , e col numero m j t dei 
termini che lo seguono forma il numero 
totale m-t-l dei termini dell’ intero svilup- 
po. Sostituendo dunque m / a -t-l ad n nella 
forinola del termine generale , otteniamo 


(P)~. 


m(m — l)(m — 2)...('”/ J -t-l) !L 

— /i “ r '*• 


2.3..."'/, 


* 222. Con qnosla formolo generale pos- 
siamo tosto ottenere il termina medio di 
qualsiasi potenza pari, per es. della sosta 
sostituendo ad m il particolare valore che 
nell’ esempio scelto è il 6. 

Cosi veggendo che l’ultimo fattore 
•4-1 del numeratore del coefficiente nel caso 
nostro è 4, e 1’ ultimo fattore del suo 
denominatore è 3 , abbiamo tosto pel ter- 
mine medio della potenza sesta 


6.5.4 

2.3" 


,i*c 3 = 20a , c 8 


* 223. Per mezzo della forinola (0) le 
forinole possiamo pure ottenere dei due ter- 
mini medii a coefficiente uguale e massimo di 
qualunque potenza di grado dispari. Il pri- 
mo infatti dei due termini medii è 1’ ulti- 
mo della melò, della serio di tutti i termi- 
ni , ed è perciò nel posto (m+<, / a . Quindi 
sostituendo ad n, otteniamo il primo 

dei due medii espresso per 


m(m~-l)(m— 2)... <"»+«/, —L 
'W- T-a — a - c 


2.3., 


ti»— «)/ 

• /» 


ni — ■ 


Dal primo poi discende agevolmente la 
formazione del secondo termine medio. In- 
fatti il coefficiente di questo, dovendo per 
la costituzione dei coefficienti essere il co- 
efficiente del termine che immediatamente 
il precede, che è il medio primo con un 
ultimo fattore di più si nel numeratore che 
nel denominatore , e dovendo quest’ ul- 
timo nuovo fattore noi numeratore decre- 
scere di 1 , c perciò essere i“+*i / 1 — 1 
= ; c nel denominatore superare 

di 1 l'ultimo fattore del termino antece- 
dente ed essere perciò l "'~''/ a 4 - 1 = (m+, '/ a , 
ne seguo che il novello coefficiente è il 
coefficiente del primo termine medio che 

10 precede moltiplicato c diviso per una 

medesima quantità ; c perciò so diverso 
neH’aspelio, eguale ad esso è in valore. Il 
secondo dei due termini medii ha dunque 
un coefficicnto uguale a quello del primo; 
c per rapporto agli esponenti dello lettere 
è chiaro (§.213) che I’ esponente <"*+*!/, 
che possiede a nel primo debbe decrescere 
di uno nel secondo termine medio, 0 per- 
ciò diventa t e l’esponente (»*—«>/, 

che possiede c debbe crescere di l,c per- 
ciò diventa <" l+,, / a . Quindi e clic il secon- 
do dei due termini medii non è che il primo 
in cui siasi fallo baratto di esponente alle 
lettere . 

* 224. Quindi se si volessero i dìe termini 
medii della potenza settima, per cs. di n-4-c, 
riflettendo che pel primo di essi , sostituito 
ad m il 7 nella forinola (Q), 1' ultimo fat- 
tore < mrSI / a del numeratore del coefficiente 
diventa 5', e I’ ultimo fattore — *‘/ a del 

denominatore diventa 3, troviamo subito che 

7.6.5 

11 1® dei medii è — — — «V = 35<t*e s 

2.3 

Il 2° dei medii è - ' = 35a s c* 

2.3.4 

*223. La formolo (0) del termine enne- 
simo 0 generale (§.219) applicandosi a qua- 
lunque termine , debbe darci anche il pe- 
nultimo , cho nello sviluppo del binomio 
troviamo essere ac m ~ l , c 1’ ultimo, che è 
c"\ qualora in essa venga alla n sostituita 
0 la .ni che esprime il posto penultimo, 
ovvero w + 1 che esprime l’ultimo posto, e 
gioverà agli Allievi verificare questi risul- 
tamene . 

226. Tutto ciò che si ò rimarcalo rela- 
tivamente alla elevazione a potenza del bi- 
nomio generico è applicabile a qual- 
sivoglia particolare binomio , giacché si per 
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a «he per e intendevi un termine qualsiasi 
costituito da un coefficiente qualunque, e 
da qualunque numero di lettere affette da 
qualsiasi esponente . Quindi qualunque po- 
tenza può ottenersi di qualunque binomio, 
quando nella forinola del binomio Neirlo- 
nianoallu m si sostituisca il grado della voluta 
potenza, e nel nicchio di a e di e vengano 
collocati i valori particolari, che ci offrono il 
1°, e 2° termino del dato binomio. Cosi 
(2mir-|-3i -3 )* = (2mn-) 3 -(-i(2m/i : ; ^ì/ 5 ) 1 

■4-*‘ , ’ s /,.j.*(2mi» ! )* l 3rV = 1 òm\i a 

-+-96m 3 a*i' 3 -t-2 1 Cm , /t , rM-21CmiiV 9 +8 1 r 1 - 

ELEVAZIONE A POTENZE * 

M QUALUNQUE POLINOMIO . 

227. Lo sviluppo delle potenze di un 
polinomio qualunque ridueesi allo sviluppo 
delle potenze di un binomio, di modo che 
non esige clic una continua applicazione 
delle regole stabilito per questo, l’er bre- 
vità negli esempi dei polinomi ad elevarsi 
alle successive potenze, porremo termini 
tutti positivi, giacché in que' casi nei quali 
v’ è qualche termine negativo le regole e- 
spostc al (§.210) sono più che sufficienti 
per farei conoscere qual segno debba darsi 
ai termini nei successivi sviluppi. 

ELEVAZIONE DEI POLINOMII 
ALLA SECONDA POTENZA OSSIA A QUADRATO. 

228. 1 polinomii si elevano a quadrato 
con la massima facilità , ricorrendo ad un 
metodo che può dirsi graduatorie , tutto ba- 
sato sull’ artificio di trasformare iu bino- 
mio un polinomio qualunque. Sia per cs. 
[f+g+k+i+...) 2 . Per ottenere lo svilup- 
po di tutti i termini che costituiscono 1' in- 
dicato quadrato di un polinomio di un nu- 
mero qualunque di termini, parliamo dalla 
supposizione clic debba elevarsi a quadrato 
non lutto il polinomio , ma la sola somma 
dei primi due termini . Avremmo in tal 
supposizione per risultato /^-q-2 fg-i-g*. Pas- 
siamo ora alla supposizione di dovere al- 
zare a quadrato la somma dei primi Ire 
termini cioè lf-^-g+h) , e poiché muno ci 
vieta di considerare f+g come un termine 
solo corrispondente all’ a del binomio ge- 
nerico , il trinomio if+g-i-h) trasformasi 
nel binomio qui sotto espresso * 

((/•+?)-»-/<): 


Quindi il suo quadrato è 

-+- 2(f-\-g)h -+-A 3 , 

e il suo sviluppo non richiede che 1' ese- 
cuzione di regolo tutte note . Ottenuto il 
quadrato del trinomio (/-4-ff-t-A), passiamo 
alla supposizione, che debba a quadralo e- 
levarsi il quadrinomio [f-\-g-\-h+i) . E 
poiché uiuno ci vieta di considerare (f+g 
-t-A) come un termine solo, ecco così con- 
vcrtito il quadrinomio dato nel seguente 
binomio 

Qf+g+hì+i ^ 

Quindi il suo quadrato è (§.201) 
(f-ì~g+h) x +%(f+g+h)i +t" 

Ottenuto così il quadrato del quadrino- 
mio si otterrebbe il quadrato di un quin- 
quenomio rlduccndolo a binomio col consi- 
derare la somma dei primi quattro termini 
come un termine solo ; e con simile legge 
si progredirebbe se il polinomio avesse an- 
cora più termini , cosicché concliiudcro 
possiamo che nel quadrato di una radice 
polinomia qualsiasi esiste il quadrato del 
suo primo termino, esiste il quadralo del 
la somma dei suoi primi due termini , c- 
sistc il quadrato della somma dei suoi pri- 
mi tre , dei suoi primi quattro termini ce; 
e ciascuno di questi quadrati successiva- 
mente nominati , cominciando dal quadrato 
del 1° termine è parlo del susseguente, e 
nel susseguente quadrato si converte con 
una legge elio prescrive doversi aggiungere 
ad esso il doppio prodotto della somma dei 
corrispondenti termini della radice pel ter- 
mine prossimo , più il quadralo di questo 
stesso termine prossimo ; sicché per formare 
il quadralo di una radice polinomia qualun- 
que, possiamo servirci della seguente gradua- 
la costruzione. Si alza n quadralo il 1* ter- 
mine della radice ; il di lui doppio si mol- 
tiplica pel 2 I( : si aha a quadrato il 2°; 
ed ecco in questo assieme il quadrato dei 
primi duo termini della radice , ossia di 
lutti, se dessa è binomia. Si aggiunge a 
questo quadrato il doppio prodotto della som- 
ina dei primi due termini moltiplicata pel 
terzo ; e il quadralo del terzo ; ed ecco 
compiuto il quadrato dei primi tre termini 
della radice, ossia di tulli , se dessa è in- 
tornia . A questo quadralo si aggiunge il 
doppio prodotto della somma dei primi tre 
termini pel 4°, più il quadrato del 4° , ed 
ecco compiuto il quadralo de’ primi quattro 
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Si 

termini della radice, ossia di lutti se desse è 
quadrinomi» . E lilialmente dopo avere otte- 
nuto, cosi operando, il quadrilo della som- 
ma di tutti i termini delia radice meno l’ul- 
timo , aggiungendo a questo quadrato il doppio 
prodotto della somma di tulli i termini della 
radice meno l' ultimo, moltiplicata per l'ul- 
timo , più il quadralo dell’ ultimo , si ha il 
completo quadralo di tutta quanta è la po- 
I inoru ia radice . Considerando in lai gui-a 
il qnadrato de’ primi due, poscia dei primi 
tre , quindi dei primi quattro ec. termini 
della radice come il quadrato della prima 
parlo d' un binomio , lo sviluppo del qua- 
dralo di un polinomio , sia pur complica- 
tissimo , è sempre ridotto allo sviluppo di 
un binomio, e perciò non esige ebe la re- 
plica delle medesime operazioni . 

Così (/4-j+A+O» = if+g+h? 
+2(/'+j+A)i+i 2 

E poiché sviluppando le parentesi nel 
2° membro , otteniamo 

(/-HH-A-t-i)* = f 2 -\-2fg+g*-\-%fh-ìr2gh 
—f-A“ 4-2/14- -gì -t-2/a+l- , 

chiaro apparisce che il quadralo di un po- 
linomio è la somma dei quadrali di lutti e 
singoli i suoi termini, più la somma dei pro- 
dotti a due a due di tutti i termini del po- 
linomio moltiplicati per 2. 

Così p. cs. (2«-— t— c s -t— 3h) J = 4aM-4u 3 c 3 
— t-c 6 — t— 1 2« 2 A -t-tìe ! 'A+9A a . 

Cosi per cs. (300+20+4) 2 = 300 2 
+2;300.20)+20 2 +2i300+20)4+4 3 
= 104976. 

ELEVAZIONE DEI POLINOMII 

ALLA TERZA POTENZA OSSIA AL CUBO . 

229. Ripetendo un ragionamento consi- 
mile a quello che si è fatto nella eleva- 
zione dei polinomii a quadralo , riflesso a- 
vulo alle parti che costituiscono il cubo di 
un binomio, ecco il metodo che ne deriva 
per alzare a cubo un polinomio qualunque. 
Si alza a cubo il primo termine : si molti- 
plica il triplo quadralo del 1° pel 2° , il tri- 
plo del primo pel quadralo del 2°, e si al- 
za a cubo il 2° termine ; e con ciò si ha 
il cubo della somma dei primi due termini 
della radice , ossia di tutta, se fesse bino- 
mia. Al cubo della somma dei primi due ter- 
mini (considerato come cubo del primo ter- 
mine o del binomio a+c) si aggiunge il 
triplo quadrato della somma dei primi due 


moltiplicalo pel terzo , il triplo della som- 
ma dei primi due moltiplicato pel quadralo 
del terzo , e il cubo del terzo termine ; ed 
ecco così compiuto il cubo della somma dei 
primi tre termini della radice e quindi di 
tutti , se dessa è (rinomici, ec. 

Così si ha (2a-—f-c 3 — t-3A( s = (2u l +c 3J 
+3;2« 3 +c*) s X 3 h + 3(2a 2 +c 3 )(3A) 2 
+(3A) 3 = 8«*-M2a’c 3 -t-Ga"c®--|-c 9 -l-36rtVt 
-4- 36aV’A+9c°A+54a' ! A J +27c 3 A-'+27A 3 

Cosi (300+20+4) 3 ■= (3004-20)' 
4-3^300 4-20i 3 X4 +3(300 -t-20'(i) 3 4-i 3 
= 34012224. 

ELEVAZIONE DEI POLINOMII A QUALUNQUE 
POTENZA. 

230. Abbiasi ad elevare alla potenza em- 
mesima il polinomio /+g-t-A+i+... Pro- 
fittando del solito mciodo di graduata co- 
struzione, eleviamo prima alla potenza em- 
mesima la somma dei soli primi due ter- 
mini f-t-g , applicandovi la forinola del bi- 
nomio Newtoniano. Avendo la radico al- 
tri termini olire i primi due , questa po- 
tenza emmesim» dei primi due termini del- 
la radice può ora considerarsi coinè il solo 
primo termine" o" 1 della forinola del bino- 
mio Newtoniano, in cui la quantità (f+g) 
corrisponde ad a, ed il 3® termine A cor- 
risponde al 2° termine c; cosicché all' ot- 
te n tifo sviluppo clic esprime (f-b-gì"’, ossia 
a m , conviene ora aggiungere i termini che 
vengono dopo il primo a "' , badando bene 
di sostituire in ciascuno di essi, la som- 
ma dei primi due termini (f+g) ad a , e 
il terzo termine A alla c. Ciò che avremo 
cosi ottenuto , sarà lo sviluppo della po- 
tenza emmesima della somma dei primi Ire 
termini delia radice , e quindi di tutta, se 
fosse trinoinia . Avendo però ancora più 
termini, il Gn qui ottenuto non è che la 
potenza emmesima della somma dei primi 
tre termini della radice , la quale riguar- 
diamo ora pel solo primo termino a del 
binomio ; e perciò tutto lo sviluppo fin qui 
ottenuto non rappresenta che a "’ , cioè il 
primo termine del binomio. Conviene per- 
ciò aggiungere alla lunga serie dei termi- 
ni ottenuti , la quale non rappresenta che 
il solo a"' , tutti i termini dello sviluppo 
del binomio che vengono dopo il 1°, ba- 
dando bene di sostituire ad a la somma dei 
primi tre termini lfb-g-b-h) e a c il quarto 
termine i . E cosi di seguilo operare con- 
viene, finche saremo lilialmente giunti a 
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sostituire ad a la somma di tulli i termini 
del polinomio meno l’ ultimo, ed a e l'ul- 
timo termine . 

231. Vogliasi per es. elevare alla quarta 
potenza il trinomio (24-3+5). Applican- 
dovi la formolo del binomio Newtoniano , 
avremo 

(2+3+5)* = (2+3)* +4 (2+3) 3 (5) 
+6i2+3) 5 (aj*+i(2+3)5 3 +5* = 1 0000. 

Ed infatti (2+3+5)* = 10*= 10000 . 
11 10000 quarta potenza di 10 risulta dun- 
que di tutte le 15 parti che costituiscono 
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la quarta potenza del 10, quando al 10 si 
dia 1' aspetto di trinomio, considerandolo 
come la somma delle Ire parti (2+3+5) 
ebe lo costituiscono. 

E se allo stesso 10 si dà 1' aspetto di 
quadrinomio, esprimendolo pcr( 1+2+3+ 4) 
troviamo 10000 sua quarta potenza costitui- 
to da tutte le 35 diverse parti componenti 
la quarta potenza di (1+2+3+4) . 

Infatti (1+2 +3+4)* = (1+2+3)* 
+i (1+2+3,'Xi +6(l+2+3,»Xi* 
+4(l4-2+3)i 3 +4* = 10000. 


, IV. RISOLUZIONE DELLE POTENZE O ESTRAZIONE DELLE RADICI DEI POLINOMI! . 


232. Sull’ analisi delle parti , di cui le 
diverse potenze de’ pnlinomii risultano, tut- 
ta riposa la loro risoluzione , ossia la e- 
slrazione delle radici, di cui passiamo ora 
a tracciare le regole, avvertendo che, co- 
me senza far ricorso agli sviluppi in serie, 
le divisioni non possono eseguirsi che in 
que’ polinomi che sono realmente il pro- 
dotto di una moltiplicazione in cui il di- 
visore esiste come fattore , cosi le radici 
non possono trarsi che da que’ polinomi 
che son realmente il risultato d’ una ele- 
vazione a potenza . 

ESTRAZIONE DELLE RADICI QUADRATE 
DEI POLINOMI ALGEBRICI. 

233. Qualunque monomio alzato a qua- 
drato o ad ultra qualsiasi potenza , non 
produce che un sol monomio (§.178; c qua- 
lunque binomio elevalo a quadralo produce 
necessariamente un trinomio ( §. 20 1 ) il 
quale finché è algebrico non pii* mai su- 
bire riduzione . È chiaro adunque che un 
binomio non può essere prodotto uc da una 
radice monomia. la quale dà un termine di 
meno, ne da una radice binomio, la quale 
dà un termine di più . Dunque un bino- 
mio può contenere il quadrato di un mo- 
nomio , può far parte del quadrato di un 
binomio , ma esser non può un quadralo 
perfetto, e non può perciò da esso in conto 
alcuno trarsi radice . Cosi sebbene u sia la 
radice dia’, e e di e 1 , pur cadrebbe in er- 
rore chi credesse che |/ (a 2 +« J ) fosse a+c; 
poiché a+c alzalo a quadrato contiene ol- 
tre il dato binomio a"4-c- anche il termi- 
ne 2ac (§.201). Quindi è che i meno com- 
plicati polinomi da cui può estrorsi la ra- 
dice seconda sono i trinomi , e perciò da 
questi daremo principio . 


Estrazione dette radici quadrale binomie . 

234. Per estrarre dal quadrato a-+2ae 
+e- la radice binomia clic supponiamo di 
non conoscere, ragioniamo cosi. Il 1° ter- 
mine del quadrato di un binomio ordinalo, 
esser debbe il quadralo del 1° termine del- 
la radice (§ 201 ) : dunque prendiamo la 
radice del 1° termine a 1 , cioè +a, e scri- 
viamola a destra nel posto della radice sulla 
stessa linea in cui sta scritto il quadrato, 
come vedesi qui sotto 


Quadralo 

Radice 

o 2 +2ac+c* 

+04-C 

— a* 

Divisore 

Residuo 2 nc+c 1 

+2 a+c 

— 2ac — c 1 

+c 

0 0 



Si alzi a quadralo questo 1* termine del- 
la radice , e sottraggasi dal dato polino- 
mio. Il residuo sarà 2«c+c* . E siccome il 
2ac 1° termine del residuo è il 2° termi- 
ne del dato quadrato , debbo esser perciò 
il doppio del 1° termine della radice mol- 
tiplicato pel 2* , che aucor non sappiamo 
cosa sia (§.201) . Se però questo ignoto 
2° termine della radice è fattore del pro- 
dotto 2ac , di cui è dato l'altro fattore che 
è +2a doppio del 1* termine, si otterrà 
tosto che si divida il 2ac per +2a, poi- 
ché serve appunto la divisione per trovare 
il fattore ignoto di un prodotto, di cui è 
dato 1' altro fattore . Per ottener dunquo 
questo 2° termine della radice , prendere- 
mo il doppio del 1» ferraine+«, cioè+2a, 
che segneremo nel posto del divisore , e 
divideremo il 2«c per questo +2» , sicuri 
che il quoto +c che risulta, esprime il se- 
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condo termine della radice richiesta , la 
quale sarà cosi interamente determinala . 
Per verificar poi se la ottenuta radice è 
esalta, dopo ili aver scritto in 1° luogo il 
termine -f-c .accanto a -Hi nel posto delle 
radici , si scrive in 2° luogo a destra del 
divisore -d-2a , c in 3° luogo al di sotto 
del divisore per facilitare all' occhio la c- 
secuzionc della moltiplicazione di -4 2n -H 
per — t-c. Il prodotto che ne risulta c che 
esprime, come è chiaro, le ultime due parli 
del quadrato del binomio -i-a-H, per sot- 
trarlo, si scrive coi segni opposti al di 
sotto di 2<tc-H a residuo ottenuto per la 
sottrazione dei quadrato del 1° termine del- 
la radice binGmin dal di lei quadrato to- 
tale: c poiché falla la riduzione, si ha zoro 
di resto , si conchiude che nulla rimanen- 
do de! dato polinomio a a 4-2ac-4-c a dopo di 
avervi sottratte tulle Je parli del quadrato 
di -t-a+e , esso trinomio è il perfetto qua- 
drato di -t-a+c, c quindi -t-a+c è la sua 
esatta radice . 

235. Avvertiamo però clic non solo 
H-a-t-c) ina ancora ( — a — r) esser può la 
radice del dato trinomio (§.210) ed avver- 
tiamo anzi ora per sempre che nella estra- 
zione delle radici quadrale non solo, ma 
di tutte le radici pari, ai termini delle ra- 
dici può darsi liti segno contrario a quello 
che loro si ò attribuito per la ragiono che 
la radice pari d’ una quantità positiva è a 
rigore sempre affetta dal doppio segno . E se 
per render le forinole meno complicale noi 
apponiamo ai termini il -+- o il — semplice , 
non tralasciamo di avvertire che apposto vi 
andrebbe il doppio ; e clic quando poi que- 
sto si appone ad un membro d' una equazio- 
ne, non può certamente trascurarsi nell’al- 
tro . Così se avessimo m a = <i a -t-2ac 4-c 3 , 
mal si farebbe se , estraendo la radice , si 
scrivesse 


-t-m = =1=1/ (n a -t-2ac-t-c a ) = 
poiché scrivere, si dovrebbe 


=fcia 

236. 
radice 
— 12cr 

4r« 
— 4r« 


= =fcl/(«M-2flc -H a ) = 

Estrarre ora si voglia per cs. la 
quadrata del polinomio 4r*-t-9e a 
3 . Ecco il prospetto dell' operazione 


Quadralo 
1 — 12cr 3 -t-9c a 


— 12cr 3 4-9c a 
-+-12cr s — 9c a 


Radice 
-t-2/ 3 — 3c 

Divisore 
-H4r 3 — 3e 
— 3e 


Ordinalo il polinomio rapporto alla tol- 
lera r, si estrae la radice dal 1“ termine, 
c il risiili ito — 2r 3 si segna nel posto del- 
la radice, e quindi proseguendo, come rid- 
i’ antecedente esempio, si ollieno per total 
radico -+-2r 3 — 3c , la quale potrebbe osscro 
anche — 2r 3 -l-3c, se si rifletta che polea 
scriversi nel posto delle radici per radice 
del 1° termine — 2r 3 in vece di -t-2/ -3 . 
Questo cambiamento infatti porta nel pro- 
cesso del calcolo che il 2“ termine della 
radico sia non il — 3r , ma il -4-3c, poiché 
avendo scritto — 2/ -3 nel primo posto del- 
la radice , Il suo doppio è — ir 3 o per 
— ir 3 dividendo — I2c/ -3 , d' uopo ò che il 
quoto risulti positivo c non negativo. E per 
esprimere clic il secondo termino viene ne- 
gativo quando il primo è positivo , e vice- 
versa , si appone il doppio segno al primo , 
c il doppio segno rovesciato al secondo , 
scrivendo 

j/(4r 8 — 1 2cr 3 4-9c a ) = ±2z -3 q=3e. 

237. Se il trinomio, da cui si vuote o- 
slrarre la radice sia frazionario , ò chiaro 
(§.188) che conviene estrarla dal numera- 
tore c denominatore. Cosi avremo 




g 1 — igh+lk 2 
4 g 2 — 4 gk Hi* 


g — 2à 
2 g—li 


| y a a c a -Hi a e — a a, 4 ac-+- n / a 

* « J 9V‘"/34-"‘ 2 A = */*+'"/» 

238. Quando il quadrato ò un polino- 
mio di soli tre termini , il processo ese- 
guilo per ottenerne la radice torna inutile, 
perché ordinato che sia , la sua radice si 
ottiene subito prendendo la somma delle 
radici quadrale del 1° c del 3° termino, 
siccome chiaro risulta dalla costituzione del 
quadrato dei hi noni ii : si è però eseguilo , 
perché ci fa strada al processo necessario 
a praticarsi quando il polinomio é di più 
termini . 


EslriizUme il. 'Ilo mitici quadrale polmonite 
qualunque si inlcre clic frazionarie-. 

239. Dall’analitico esame della costitu- 
zione dei termini componenti il quadralo di 
qualunque radico polinomia, ( §. 228) flui- 
sco spontaneamente il metodo che praticar 
si debbe per estrarre la radice quadrala da 
qualsiasi polinomio il più complicato . 

Si abbia p. cs. la quantità 2c 3 // a -+-c fi 
-Hi« a — 4<i a c 3 -t-p' — 4« a // a . Per cstrarvi la 
radice quadrala ccconc 1’ operazione 
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Quadrato 


Radice 


- t 1 ■ 1 

— 4 

. Resto — ln a e 3 — 4 a 2 p 2 

-t-4« a c 3 — 

c 6 

Il Resto — 4 a 2 p* 


-+-ia 2 p 2 

— 2 c 2 p 2 — p* 

0 

0 0 


Divisore 


la 1 — 2e 3 — p 2 
— P* 


Si ordina primieramente il polinomio ri- 
spello ad una lcllera qualunque p. cs. alla 
a, ond’ esser certi, clic il 1° termino sia 
il quadralo del 1° termine della sua radi- 
ce. Si estrae la radico del 1° termine io 1 ; 
c il 2« a che si ottiene, è per conseguenza 
il 1° termino della radice cercala, clic per- 
ciò segniamo al suo posto. Si alza questo 
termine a quadrato, e si sottrae dalla quan- 
tità proposta. Il — 4oV, 1“ termine del- 
1’ ottenuto residuo, è il 2° termine del dato 
quadrato, c quindi ò il doppio dell* mol- 
tiplicalo pel 2° termine della radico , e ci 
darà perciò questo 2° termine della radice 
clic cerchiamo, dividendolo pel doppio del 
1°. Per tale oggetto duplichiamo il 2o* pri- 
mo termine della radice , segniamo il 4ct a 
che si ottiene nel posto del divisore, e per 
esso dividendo il — ia a c 3 , risulterà — c s 
che scrivesi nel posto della radice, accanto 
e sotto al divisore . Per questo — e 3 che è 
il 2° termine della radice si moltiplica tan- 
to il doppio del 1" che il 2° lermir.esles- 
so ; e il risultato, per sottrarlo, si scrive 
coi segni opposti sotto i termini simili del 
1° residuo su cui abbiamo operalo, si fa 
la riduzione, e cosi si otlieno un 11° reste. 

In tal guisa dal proposto polinomio sot- 
tratte si sono le (re parli costituenti il qua- 
dralo de’ primi due termini deila radica , 
sicché falla la riduzione , nel 11° resto che 
otteniamo debbo essere contenuto il dop- 
pio dell’ assieme dei primi due moltipli- 
calo pel 3°, e il quadralo del 3° termine 
della cercala radice. Sono infatti queste le 
parli che col già sottratto quadrato dei pri- 
mi due termini costituiscono il completo 
quadralo dei primi Ire termini della radi- 
ce, quadrato che esiste nel quadralo d' o- 
gni polinomio che ha più di due termini 
(§.228). Dividendo perciò questo resto pel 
doppio della somma dei primi due ottenuti 
termini della radice , risultar dovrà il 3° 
termine che cerchiamo . A Iole oggetto si 
duplica la somma dei primi due Icnniui 


della radico 2n a — e 3 , osi olliene 4<i a — 2c 3 , 
che si scrivo nella colonna dei divisori , 
cioè a destra del II resto che debbesi por 
cs ìo dividere; e il quoto — p 2 chc risulta 
dividendo il 1° termine — ia 2 p 2 del II re- 
sto pel 1° termine 4u a dcl nuovo divisore, 
è il 3°iermine della radice, che si scrive, 
come il 2° in Irò posli , cioè nel posto 
della radico a destra degli altri due ter- 
mini , poi a fianco dell’ attuai divisore, e 
sotto . Quindi per questo 3° termine — p 2 
si moltiplica lutto il 4a a — 2c 3 — p 2 , per a- 
vere c il doppio prodotto de' primi due ter- 
mini pel 3°, ed insieme il quadrato del 3° 
che col segno opposto ( affine di sottrarli ) 
si scrivono sotto il li® resto ; c poiché per 
mezzo di tal sottrazione il 11° resto viene 
interamente distrutto, conchindiamo, che la 
quantità proposta ò il quadralo di 2a a — c 3 
— p 2 , poiché nulla resta di essa dopoché 
abbiamo da lei lolle tulle le parli costi- 
tuenti il quadralo del trinomio 2 a 1 — c 3 — p 2 ; 
c per conseguenza 2n a — c 3 — p 2 ò la cer- 
cala radice. Clic se un resto avanzasse, 
dovrebbe in esso esser contenuto il dop- 
pio della somma dei primi tre termini del- 
la radice moltiplicato pel 4° termine, c il 
quadralo del 4° termino , poiché son queste 
le parti elio col già sottratto quadralo della 
somma dei primi Ire termini formano il qua- 
dralo de' primi quattro termini della radice,, 
quadralo cho debbo esistere nel quadrato di 
ogni polinomio che abbia più di Irò ter- 
mini (§.228); c quindi per trarre fuori il 
4° termine delh radice converrebbe divi- 
dere il 111° resto pel doppio della somma 
dei primi tre termini, e poscia proseguire 
le medesimo operazioni. Pel doppio in som- 
via di ciò che operando si è yià trovato in 
radice , convien dividere ogni resto che si va 
successivamente ottenendo , finché o si giun- 
ga a zero, il che accade in tulli i casi di 
quadrati perfetti, o ad un residuo non su- 
scettibile d’ ultcrior divisione, il che accade 
in (ulti i casi iu cui i polinomi non sono 
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quadrali perfetti , ma contengono altri ter- 
mini estranei al quadrato , a cui solo ap- 
partiene la estratta radice . 

Se il polinomio c frazionario , conviene 


allora con questo metodo medesimo estrar- 
re la radice si dal numeratore che dal 
denominatore della frazione, e 1’ una per 
l' altra dividere . 


ESERCIZI 


[/ ( 1 Ga* — i0« 3 ;)+2j« 3 ^ 3 -t-6 la*pr — SOn/iV-t-Gi^V 1 ) = 4a* — liap+Hpr 
1/ (9m 4 — l'2ofm- i -t-28a a c 2 m 1 — 16a s c 3 m+16nV) = — %acm+lu ì c’ > 



ip *-4- 1 6/j *q % + 1 6 q % 

4«* — lac-t-cM-iaj* — ìcg 2 -{-g‘ l 


2;) 3 -4-iy J 
2a — e-t-j 3 



4a 4 -t-4a 3 c*-l-a 3 c 

3G 



2a*c-t-oc 3 

3 



2a a -Hic* 


Estrazione delle amici quadrate 

DAI NUMERI . 

2 40. Riguardando le diverse unità col- 
lettizie di cui risultano i numeri come tanti 
termini di una quantità complessa, è ben 
chiaro che anche i quadrali dei numeri 
contengono le stesse parti di cui risultano 
i polinomi algebrici ; e son perciò soggetti 
alle stesse regole di estrazione: se nonché 
si esigono alcune avvertenze a motivo che 
nei numeri le diverse parli di cui risul- 
tano i quadrali non sono distinte come in 
Algebra, ma confuse e aggruppate insieme 
in un tutto. 

241. Esibizione delle radici quadrate 

DEI NUMERI ESPRESSI DA NDN Piu' DI DUE CI- 
FRE. Non vi sono regolo per questa estra- 
zione. Serve all’ uopo la tavola del (§. 1 77) 
per di cui mezzo, se il numero dato è nel- 
la serie de’ quadrali che vi sono scritti , 
corno per es. è G4, nella prima Ria dei 
numeri semplici trovasi alla sinistra di esso 
la sua radice 8 ; e se il numero dato co- 
me per cs. 70 non trovasi fra i quadrati 


che la tavola ci presenta , segno ò che il 
numero 70 non ò un quadralo : ma poiché 
rilevasi clic esso è contenuto fra i due pros- 
simi quadrali, 64, e 81 , al primo dei 
quali corrisponde la radice 8 , dicesi elio 
8 6 la radice prossima di 70 , ma notare è 
d' uopo che questa espressione è poco e- 
satta , giacché un numero o è radice , o 
non è ; c nell' uno c nell’ altro caso non le 
compete l’epiteto nò di prossima nè di remo- 
ta, cosicché è preferibile il dire che 8 è { non 
radice prossima di 70) ma radice del prossi- 
mo maggior quadralo che è contenuto in 70. 

212. Estrazione delle radici quadrate 

DEI NUMERI DECADICI AVENTI UN NUMERO PARI 

di zeri . 1 decadici clic hanno un numero 
impari di zeri non sono quadrali di alcun 
numero : non lo sono di numeri decadici , 
perchè qualunque numero decadico per sé 
moltiplicalo dà per quadrato un altro de- 
cadico avente un numero di zeri doppio, 
e perciò pari e non impari : non di nume- 
ri non decadici ; perchè qualunque numero 
non decadico dà un quadrato che è un nu- 
mero non decadico (a) . Tulli i numeri de- 


là ) Per essere contini! che qualsiasi numero non 
decadico dà per quadralo un nuniro die non può 
mai essere decadico, n oliamo prima di ogni allra 
cosa che se il prodotto di due fattori ( cui sieno 
tolti , se ne hanno, gli zeri finali ■f è un numero non 
decadico , prosegue ad esserlo ancora dopo che que- 
sti zeri sieno a loro resi, giacché gli zeri finali che 
va perciò ad acquistare il prodotto, non producono 
alterazione veruna nelle cifre precedenti . 

Ciò posto , notiamo ancora che dal processo stes- 
so della moltiplicazione risulta che un prodotto di 
due fattori ( Cui sieno tolti gli zeri finali se ne han- 
no ) per quanto sia di molte cifre composto , ter- 
mina sempre con la cifra stessa con cui termina il 


prodotto dell’ ultima cifra del moltiplicando per l’ul- 
tima del moltiplicatore. Ma risulta dalla tavola 
(§ 177 ) che qualunque cifra per se stessa molti- 
plicala dà un prodotto che termina con una cifra 
significativa, e non con zero : dunque il quadralo di 
qualsivoglia numero non decadico ( spoglialo degli 
zeri finali , se ne ha ) termina con una cifra signi- 
ficativa . Or quest’ ultima cifra significativa con cui 
ha termine il quadralo di un numero non decadico 
già privato degli zeri finali se ne aveva , o è cifra 
indicante numero , o è cifra indicante unità: se la ci- 
fra esprime un numero , dunque quand’ anthe non 
fosse da altre cifre preceduta , e le si aggiungessero 
pure zeri alla fine, il quadralo die la contiene nou è 
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cadici poi con numero pari, di ieri sono qua- 
drali perfetti , le cui radici sono numeri de- 
cadici aventi la metà dei loro zeri . Co») 
senza calcolo vergiamo tosto, clic 1/100 
è 10; 1/ 10000 è 100; \/ 1000000 è 
1000 ; e da questa proprietà derivano im- 
portanti conseguenze, che ci aprono la stra- 
da ai processi clic praticar dobbiamo per 
la seguente operazione. 

243. Estrazione delle radici quadrate 
da un numero qualunque . Primiera mente 
fissiamo i limiti Ira i quali sono comprese 
le radici di uno, di due , di Ire, oc. ci- 
fre , cosi ragionando . Il 100 è il più pic- 
colo numero che abbia una radice di due 
cifre, qual’ è 10: dunque da uno al cento 
esclusivo si hanno numeri che hanno per 
radice una cifra sola . Il 10000 è il più 
piccol numero che abbia una radico di tre 
cifre, qual’ è 100: dunque tra cento o dieci- 
mila esclusivo, son contenuti i numeri 
tutti che hanno la radice di due cifre. Il 
1000000 è il più piccol numero che ab- 
bia una radice di quattro cifre . qual' è 
1000 : dunque fra diecimila c il milione 
esclusivo compresi son tulli i numeri che 
hanno la radice di Ire cifre. Il 100000000 
è il più piccol numero che abbia una ra- 
dice di cinque cifre qual'ò 10000: dunque 
fra il milione e il cenlomilioni esclusivo si 
contengono tulli i numeri che hanno la ra- 
dice di quattro cifro, cc. E per dare a que- 
sta verità stessa una espressione più sem- 
plice , diciamo ti Hanno la radice di una 
cifra tutti i numeri che hanno non più di 2 
cifre . hanno la radice di *2 cifre tutti i nu- 
meri che hanno non meno di 3 , è .non più 
di i cifre : hanno la radice di 3 cifre i nu- 
meri tutti , che hanno non meno di fi, e non 
più di G cifre : hanno la radice di 4 cifre 
quelli che hanno non meno di 7 -, e non più 
di 8 cifre , ec. » Dal che risulla, che il 
numero delle cifre della radice di un quadralo 
è la metà o dìi numero n delle cifre del qua- 
drato , se questo numero è pari ,■ o di q- te- 


mi numero decadico: « poi I' ultima cifra del quadra- 
to prudono ila un numera non decadilo è I’ unità, po- 
trebbe questo quadralo Con I' aggiunta degli reti finali 
essere un numero decadico , qualora T t non fosse 
da altra cifra pretnlnlu : ma ciò è impossibile [» r- 
thè t non preceduto da altra cifra e segnilo ila ze- 
ri non può esser prodotto elle dal Solo t seguilo 
da zeri, e non già da un numero non decadico : 
dunque un numero non decadico (levalo a quadra- 
lo non può produrre un numero decadico sebbene 
sia I, In sua ultima cifra dopo che gli sono stati 
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sto numero accresciuto di 1, se è dispari; ò 
cioè "/j nel pi imo , c l “ +41 /, nel secondo 
ca»o ; sicché coll’ osservare quante sono lo 
cifre di nn numero, rileviamo quanto so- 
no lo cifro della sua radine o della radico 
del massimo quadrato che vi è contenuto. 

244. Trattandosi di numeri quadrati no- 
tiamo inoltro clic le loto radici proseguono 
ad essere radici, so loro in fino ti aggiungano 
tanti zeri quante paja se ne sono aggiunti 
ai loro quadrali . Por cs. essendo 6 la ra- 
dico quadrala di 36 , è 60 la radice qua- 
drala di 3000. Infatti l/3G00=j/ (38X100) 
= J/36XK1U0 = 6,10 = 60. Essendo 
53 la radice di 280!) , è 5300 la ra- 
dico di 28090000 , poiché 1/28090000 
= J/2809 XI- 10000 = 53X106 

= -• 5330. (tt)- 

2 45. Trattandosi poi di numeri non qua- 
drati avverti imo che tante sono le unità costi- 
tuenti la radice del maggior quadrato in essi 
numeri contenuto , e tante sono le decine 
della radice del maggior quadralo contenuto 
negli stessi numeri resi centupli . Come per 
cs. sono 5 le unità costituenti la radico 
del maggior quadrato contentilo in 35, cosi 
5 c non più son le decine delia radice del 
maggior quadralo contenuto in 3500 . In- 
fatti essendo 35 >5* , ed essendo puro 
35<(5-)-l;>, no seguo ancora clies’abbia- 

3jX 100>5»X100 
35X109<6»X100 
c quindi estraendo le radici 
1/35X1 00 >1/ 5*Xl0O>5. 10>5(> 
l/35X109<q/ 6»X100<G.10<60 

dal che rilevasi cito la radico di 35.100 , 
ossia di 3500 essendo maggiore di 50 , o 
minoro di 60 , dee esser espressa dal 50 
più un qualche numero di unità non mag- 
gioro di 9 , sicché verificasi che tante sono 
le decine della radice del maggior quadrati» 
contenuto in 3500 , quante erano lo unità 


tulli gli zeri tinnii . Dunque un numero non tic- 
cudi co qiui'unque clm'Jto a quadrato non può 
nini produrre un numero decadico , che c ciò clic 
si coleo dimostrine . 

(a) E t in genere chiamando r il numero degli 
zeli elie aggiungiamo alla radice, ostia il grado detta 
potenza di 10 per la quale moltiplichiamo la indire, 
e quindi Ir il grado della potenza di 10 per la 
quale niultipliebianio il quadralo, vediamo che come 

|/i)l» = in, cosi \/ 1 0 a 'X>U a = ÌO'X" 1 - 

12 
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costituenti la radice del maggior quadrato 
contenuto in 35. E ciò pur si verifica anche 
allorquando nei ranghi occupati dagli zeri si 
trovino cifre significative , e sien pure le 
maggiori , quando cioè si avesse 3599 in 
vece di 3500 ; poiché 1' aumento di tutto 
il 99 è minore di una sola unità dell’ or- 
dine prossimo a sinistra , cioè di un cenli- 
naio che è la quantità che per lo meno 
aggiunger conviene al numero dato per- 
ché possa aver per radice una decina di 
più . Ed in vero nel nostro esempio il 
3599 sta pur esso fra 50 a e 60 a , ossia fra 
2500 c 3600; cosicché la sua radice pure 
star debbo fra 50 e 60 ; c perciò è sem- 
pre 5 la cifra esprimente le sue decine , 
siccome la era quando considcravasi il 3500 
in vece del 3599. Con lo stesso ragiona- 
mento troviamo che come 22. per es. sono 
lo unità che costituiscono la radice del 
maggior quadrato contenuto in 196 ; così 
22 egualmente son le decine della radice 
del maggior quadrato contenuto in 49600 
ed anche in 49699. (a) 

246. Finalmente prima d’ accingerci al- 
l'estrazione della radice quadrata da un nu- 
mero qualsivoglia, essendo le diverse parti 
di cui risulta un quadrato numerico tutte 
insieme confuse in un numero solo, a dif- 
ferenza di quello cho costituiscono i qua- 
drali polinomi algebrici , procuriamo di 
scuoprire almeno i confini entro cui sono 
accolte ; e a tale oggetto applichiamo per 
maggior chiarezza ad un caso particolare 
le nostre osservazioni , e per esempio al 
3310896 , che otteniamo alzando a qua- 
quadrato il 1836 , radice che riguardata 
come risultante di tinti termini quante son 
le sue cifre , dir possiamo essere un qua- 
drinomio composto di 1 0U0 -t— 8"00— t-30-t— 6 . 
E notiamo prima d‘ ogni altro che dall’cs- 
ser 7 le cifre costituenti il 3370896 , de- 
durre potremmo ( se s' ignorasse ) essere 
quattro le cifre costituenti la sua radice 
(§. 243). Poi riflettendo che il quadrato di 
un polinomio contiene il quadrato del 1° 


(à) E finalmente in genere posto firn m esprima 
il numero tirile unità costituenti la nitlice prossima 
iti n , tn esprime pure il numero delle decine del- 
la radice prossima ili tOOa . Ivi infatti se m è ra- 
dice prossima di ir, ossia la radice del maggior qua- 
dralo contenuto in n, ne segue ttie 

a> m* , e < (m-)-l; a 

e quindi 100<t> 100m a , e < 100(»i~4-l ) a 
donde l/~ 100«> 10m , c < 10(m-j-l) 


non solo , ma della somma dei primi due, 
della somma dei primi tre ec. termini (§.228) 
passiamo a rimarcare che mentre la som- 
ma di tutti i quattro termini di cui risulta 
la radice , in questo esempio è 1000 - 1-800 
-4-30-1-6 , ossia 1836 , la somma dei soli 
primi tre termini cioè 1000-4-800-4-30, os- 
sia 1830 dee necessariamente per la man- 
canza dell' ultimo termine esprimente unità 
terminare con uno zero, c quindi con due 
zeri il di lei quadralo ; cosicché il qua- 
dralo della somma dei primi Ire termini 
tutto è contenuto nello unità collettizie, cho 
sono al di dietro delle decine , e non ha 
parie alcuna di sé nel valore delle ultime 
due cifre della data 2° potenza cioè del 96, 
che perciò segreghiamo per mezzo di una 
virgola. La somma dei primi due termini 
della radice , cioè 1000+800, ossia 1800 
termina con due zeri , c perciò con quattro il 
di lei quadrato; otiti’ è clic questo tutto ò 
contenuto nelle unità degli ordini che so- 
no al di dietro delle deci te di migliaia, e 
perciò non ha parte alcuna di sé nel va- 
lore delle ultime quattro cifre, cioè di 0896 , 
che perciò per mezzo di un’ altra virgola 
stacchiamo dal rimanente. Finalmente il 1° 
termine della radice cioè 1000 termina con 
tre zeri , e perciò con sei il suo quadrato; 
ond' è che questo tutto è contenuto nelle 
unità che sono al di dietro delle centinaia 
di migliaia, e non esiste con alcuna parte 
di sè nelle ultime sei cifre 370896 del dato 
numero; e queste perciò con una terza vir- 
gola separiamo . 

Avendo cosi diviso il dato numero in 
membri a periodi di due cifre 1' uno , co- 
minciando da destra e proseguendo verso 
sinistra, ci avvediamo dunque che nel 1° 
membro a sinistra ( che a differenza degli 
altri esser può ancora d' una cifra sola, e 
ciò sempre succede quando la 2 a potenza 
ha un numero dispari di cifre come nel 
caso nostro! è contenuto il quadrato del 1° 
termine, nei primi due membri il quadrato 
della somma dei primi due , nei primi Ire 


io che et esprime vite Iti rtitlicc ili tOOrr ossia del mas- 
simo quadrato coolenuto in f 00'/. se ne sta fra un 
numero m di decine e il numero m-f-t di decitte 
immediatamente prossimo; ossia è tale quantità ebe 
contiene oltre il ninnerò m di decine un numero 
dì unità non maggiore rii 9; e quindi clic la stes- 
sa m che esprime il numero delle unità costituenti 
b radice di rr esprime le decine della radice di 
t 00o, osm i della radice del mas-unto quadralo con- 
tenuto in t OOo . 


membri il quadralo della somma dei primi 
Ire termini cc. della radice ; sicché questa 
divisione in membri supplisce in parte al- 
la reni distinzione dei termini che abbiamo 
iu Algebra , e quanti sono i membri nel 
numero proposto a quadralo, altrettanti so- 
no i termini o cifro dc!h radice. 

217. Corredati di tali notizie circa la 
costituzione de’ quadrali numerici , dopo 
di avere, come qui a lato, 
diviso in periodi il dato 
numero 3370896 a nor- j J7>0806 , 

ma del §. 246, cornili- j 
damo 1' estrazione col 
prender di mira il solo 
primo periodo costituito dal 3, come se del 
semplice 3 si trattasse. La radice prossima 
di 3 è 1 (5-'2 il) ; e 1 si segni nel posto 
della radice . Si alzi a quadrato , e il ri- 
sultalo 1 sottraggasi dal 1° membro 3 , e 
si avrà 2 di residuo , sicché nella suppo- 
sizione che il solu 3 sia la quantità da cui 
deve estrarsi la radice , dir dobbiamo che 
1 è la radico prossima di 3 con 2 di re- 
sto . A Ganco del resto 2 abbassiamo ora 
il 2° membro 37 , ed 
ecco che dal proposito di 
estrarre la radice dal so- 3 j-' 0 gg 6 <8 

lo 3 ( 1® membro) pas- ^37’ 28 

siamo ora nello specchio 13 8 

posto qui a lato all'altro 
proposito di estrarre la 
radice dal 337 , ossia dal numero costituito 
dai primi soli 2 membri che perciò aver 
deggiono una radice di 2 cifre (§.213). Ora 
quel 3 prima cifra del 3370896 che nell’ 
ipotesi antecedente era il sola numero di 
cui cercavasi la radice quadrata , nel pro- 
posito alture in cui cercasi la radice qua- 
drata di 337 , radice che risulta di due 
termini , di decine cioè e di unità, ba ac- 
quistato un valore centuplo . Perciò quella 
stessa cifra 1 ebe segnata nel posto delle 
radici esprimeva la radice prossima di 3 , 
ora esprimer debbe le decine della radice 
prossima di 300 ed anche di 337 ($.24o); 
e passa infatti ad esprimer tosto che si 
faccia retrocedere d’ un rango a sinistra col 
segnarvi alla sua destra la cifra indicante 
le unità della slessa radice di 337. 

Intanto 1’ aver sollralto 1 quadralo di 
1 dal 3 , allorché eravamo nel proposito 
di voler estrarre la radice dal solo nume- 
ro 3 , è stato ( nel proposito attuale ) un 
aver sottratto 100 quadrato di 10 ( 1° ter- 
mine della radice di 337 ) da 300 ( 1* 


membro del 337) in cui tolto debba esser 
contenuto il quadralo del 1° termine del- 
la radice (§.246). {E il 200 resìduo, che 
con I' aggiunta del 2° membro 37 diven- 
ta 237, contener debbo il doppio del 1® 
termine moltiplicalo pel 2°, più il quadrato 
del 2° termine . E poiché il 1® termine 1 
della radico quando essa risulta di 2 cifre 
non è 1 unità semplice , ma 1 decina ossia 
10, cosi con uno zero deva pur terminare 
il suo doppio prodotto . Quindi è che non 
può questo aver parto alcuna di sè nell’ 
ultima cifra 7 del 237, la quale perciò si 
separa per mezzo di un punto , ma lutto 
esser debbe contenuto nelle 23 decine . Se 
però il doppio prodotto delle decine nelle 
uuilà della radice è tutto nel 23, avver- 
tiamo che oltre a ciò nel 23 stanno ac- 
colte ancora tutte quella decine che na- 
scono dall' alzare a quadrato le unità ; 
cd altre decine ancora potrebbe il nu- 
mero contenere oltre il quadralo massimo 
contenutovi , se esso non fosse un qua- 
dralo . Laonde come certi saremmo di 
ottenere il vero numero delle unità clic 
si cercano col dividere il 23 pel doppio 
delle decine , se il 23 contenesse soltanto 
il doppio delle decine moltiplicalo per lo 
unità , cosi contenendo cs60 oltre a ciò 
altre decine, questa certezza ci manca, e 
può il quoto riescilo un numero maggioro 
delle unità della radice , come appunto ac- 
cade nel nostro caso . Questa divisione del 
23 pel 2, doppio delle decine , va dunque 
riguardala non come un mezzo sicuro che 
ci rechi direttamente al suo fine , ma co- 
me tale ebe col recarci ad un risultato ( che 
se non è il vero termine che ricerchiamo, 
gli è però assai prossimo ) ci pone in gra- 
do di ottenerlo dopo pochissimi tentativi . 
Dividendo infatti le 23 decine per le 2 de- 
cine doppio del 1° termine della radice , 
si ha 11 per quoto: ma noi certi d’al- 
tronde che le unità della radice non pos- 
sono eccedere 9 (§. 246) proviamo se è 9 
il loro numero ; e per tale oggetto segnia- 
mo il 9 a fianco del 1® termine della ra- 
dice, accanto al divisore, e sollo ; e quin- 
di moltiplichiamo il 29 per 9 onde otte- 
nere insieme e 81 quadralo delle unità, e 
180 doppio delle decine moltiplicato per le 
unità . Siccome però la somma di questi due 
parziali prodotti , cioè 261 è maggiore 
del residuo 237, in cui le ultime 2 par- 
li del quadralo deggionp essere contenute , 
conchiudiamo che il 9 è troppo grande; e 
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perciò depennalo il 9 , poniamo a prova 
1’ 8; molliplichiamo perciò il ‘28 per 8 sosti* 
tuilo al 9; e poiché il prodotto 224 è comb- 
inilo in 237, cosicché da lui sottraendolo , ■ 
si ha 13 di resto , condii udiamo che 8 è 
il vero 2° termine esprimente le unità della 
radice , e che quindi 18 è la radice del 
maggior quadrato contenuto in 337 con 13 
di resto : dall' operato infatti risulta che in 
337 sono contenute le parti tutte costituen- 
ti il quadrato di 18, c non già quelle che 
costituiscono il quadrato di 19. 

248. Or dal proposito di estrarre la ra- 
dice dal 337 passiamo all’ altro di estrar- 
la dal 33708, ossia dal 337 seguilo dal 
3° membro 08 del lotal numero preso di 
mira . Il numero dunque di cui ora cer- 
chiamo la radice c tuli’ altro che il 337 : 
«la non per questo si creda clic la estra- 
zione di radice- già falla rapporto al 337 
sia un' operazione inutile per 1' attuale no- 
stra ricerca . Infatti il 18 già segnato uri 
posto delle radici , c che esprime le 18 
unità che sono radice prossima di 337, 
esprimere debbe le decine della radico 
prossima del 337 reso centuplo , ossia di 
33700 , ed anche di 33708 (§.24 j) e pas- 
sa realmente ad esprimerle, quando alla 
sua destra si ponga una cifra, quella cioè 
che indicar debbo I’ ultimo termi nc , ossia 
le unità della stessa radice di 33708 , il 
quale risultando di 3 membri , debbe ave- 
re una radice di 3 termini o cifre (§.246) . 
Il 13 residuo ottenuto allorché abbiamo 
sottratte tulle le parti del quadralo di 18 
da 337, esprime ora dopo 1’ aggiunta del 
3° membro 08 non più 13 unità, ma 13 
ccnlinaja residuo risultante dalla sottrazio- 
ne del quadrato della somma dei primi 
due termini 10— 1—8, ossia del quadrato di 
18 decine da 337 cenlinaja . E questo re- 
siduo 13 cenliuaja , ossia questo 1300 clic 
coll’ aggiunta del 3° membro 08 è dive- 
nuto 1308, debbe contenere il doppio dei 
primi due termini moltiplicato pel 3° più il 
quadralo del 3°, che sono le altro due parti 
che col quadralo della somma dei primi due 
termini , già sottratto , compiono il quadralo 
d’ una radice trinomia (§. 228 c 239) . 

Ala anche il doppio della somma dei 
primi due termini moltiplicato pel terzo 
debile avere uno zero alla line , poiché la 
somma dei primi due termini nel nostro 
caso non è 18 unità, ma 18 decine ossia 
ISO : dunque questo doppio prodotto non 


3,37,03,96 

23,7 

<30,3 

219 


183 

2sT 

8 

363 


può aver parlo alcuna di sé nell’ ultima 
cifra 8 del 1308 ; c perciò per mozzo di 
un punto si separa aneli' essa , affine di 
escluderla nella divisione , come vedesi 
praticato nello specchio qui a lato . Si 
prende quindi il doppio 
delle trovale decine del- 
la radice, il doppio cioè 
di 18 ( clic è 36 ) e per 
36, che si scrive per 2° 
divisore accanto al 2° re- 
siduo 1308, si divide il 
130; e il quoto 3 che si 
otiienc si scrive a fianco del 13 nel posto 
della radice, accanto al divisore 36, e sotto. 
Si muli; plica quindi lutto il 363 per 3 ; 
e perché sotti, icudo ( mentalmente di ma- 
no in mano che si formi ) il prodotto 
1089 dal 1303, si ottiene di residuo 219, 
couchiudiamo die 1S3 è la radice del 
maggior quadrato contenuto in 33708, e 
v’ è 219 di resto . 

219. Finalmente dal proposito di estrarre 
la radico del 33708 passiamo all’ altro di 
estrarla da tutto il numero preso di mira 
sul bel principio , cioè dal 3370896, os- 
sia dal 33708 seguito dal 4°, cd ulti- 
mo membro 96. Per questa nuova ricer- 
ca , ripetendo ragionamenti simili agli ora 
csposli , ci avvediamo che con le Qn 
qui eseguite operazioni noi abbinili già 
sottratto da tutto il numero il quadra- 
lo dei primi 3 termini della sua radi- 
ce quadrinomi) , quadralo che è tutto con- 
tenuto in 33708 cenlinaja , e èlio il re- 
siduo 219 cenlinaja più I’ ultimo mem- 
bro 96, cioè 21996 contener debbo il dop- 
pio della somma dei primi 3 termini 
moltiplicalo pel 4°, più il quadrato del 
4° termine ( §. 239) . Separala per ciò 
con un punto l'ultima cifra 6, si prenda, 

come può qui a luto 

servarsi , il doppio della 33 > 57 >08,96 
somma dei primi 3 termini 23.7 
noti delta radice, cioè di 
183, e per questo dop- 
pio che è il 366 scritto per 
3® divisore a fianco del 
21996, si divida il 2199, 
c il quoto 6, che si ottiene , si scriva nei 
Ire solili posti : si moltiplichi quindi per 
6 tutto il 3666; c poiché il prodotto men- 
talmente sottratto dal 21996 dà zero di 
resto , cofivhiudiamo cho 1836 ò la ra- 
dice esulta di 3379896, poiché nulla ri- 


ma 

21996 
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1836 

28 

8 

363 

3 
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mane di questo numero dopo cbe da lui si c il criterio elio 1’ Algebra ci oltre coll’av- 
son tolte tutte le parti cbe costituiscono il venirci che non i mai impossibile per ecce- 
quadrato di 1836. (tema un resto se non supera il doppio della 

Se il numero delle cifre della quantità radice . Ed infatti perdi.': il dato numero 
da cui si vuole estrarre la radice fosse contener potesse il quadrato die ha per 
maggiore di quello offertoci dall’ esposto e- radice una sola unità di più di 90201, 
sempio , P operazione dovrebbe allora prò- converrebbe cbe nel residuo liliale che 6 
seguirsi in simil guisa , uno alla volta ab- 180402 ( die esprime ciò clic resta del 
bussando accanto al residuo membri di due numero dato dopo avervi tolto il quadralo 
cifre, poiché la radice completa di un ««- di 90201 ) contenuto fosse il doppio della 
mero passa sempre, come si è già rilevato, ad radice più 1 ( §.203 ): ma 180402 none 
esprimere le decine della radice di un altro che il doppio di 90201 dunque nel no- 
numero che non sia che il primo alla riti stro caso manca a 8136400803 una unità 
destra siensi aggiunte due cifre . perchè contoner possa un quadrato che ab- 

250. Il numero preso ora ad esempio Ina per radice un numero miggiorc di 

era un quadralo perfetto : ma raro è che una unità del 90201 : dunque il quadrato 
un numero pieso a caso sia'lale; e quan- di 90201 contenutovi è il massimo : dunque 
do non lo è , invece di aver zero per re- 90201 è la radice prossima di 8136400803. 
siduo finale , si ottiene un numero che e- 252. In seguito di tutte le indicate av- 
sprime P eccesso del numero dato sul mag- vertenze ecco il pratico processe clic dee 
gior quadralo in lui contenuto, cui appar- tenersi nell'estrazione di qualunque radice 
licnc la trovata radice . Eccone qui a lato quadrata numerica. Si divide il dato numero 
un esempio. in membri da 2 cifre l'uno, da destra comin- 

Nella estrazione gi^c.^o 08,03 OC201 c ‘ an ' to verso i ' mslra •' *« di dui 1° membro 

della radice del ' . ’ _I_ a sinistra si estrae la radice , e si segna 

proposto numero M i pr is i 0 delle radici, e il suo quadralo si 

osserviamo elio ze- 360 90 3 tS040t so!lrae do/ 1° membro. A destra del resto 

ro è il’ residuo ( si abbassa il 2° membro, e separala con un 

che si ottiene da!- ' punto /’ ultima cifra , tutto il numero a si- 
la sottrazione di nisba del punto si divide pel doppio della 

81 {quadrato del 1° termine 9 Ida! 1° mem- trovata radice scritto come divisore al suo 
bro,c quindi abbassalo accanto a questo destro lato: il quoto si scrive accanto aliti 
resto eh' è zero il 2® membro 36, c separala trovata radice , accanto al divisore, e sotto ; 
la cifra 6 , resta 3 a doversi dividere pel e tutto il divisore più la cifra segnatagli a 
doppio della radice ossia per 18 ; c poiché fianco si moltiplica per lo stesso quoto , e si 
si ha zero per quoto intero di tal divisto- sottrae mentalmente il prodotto dal 1° resto 
ne , zero si segna alla radice, c quindi si seguito dal 2° membro . Accanto al nuovo 
abbassa a fianco del 36 il seguente meni- resto che si ottiene , si segna il 3° membro, 
bro 40 , c dopo di aver separata con un e la stessa serie di operazioni continuasi, ah- 
punto P ultima cifra 0 , si divide il 364 bussando a destra dei successivi residui un 
pel doppio della radice 90 , e colle solile membro alla lolla sino all’ ultimo , sul quu- 
rcgole si prosegue, ferma P avvertenza di le operando, o non si ottiene residuo, e il 
segnar sempre alla radice o una cifra si- proposto numero è allora esso stesso un qua- 
giiificativa , o zero per ogni membro elio drato , o si ha un residuo, ed allora il pro- 
ni abbassi , sicché di laute cifre la radieo posto numero non è un quadrato : e l otte- 
risulli , quanti sotto i membri del numero nula radice appartiene al maggior quadrai » 
dato finché si giunga al finale residuo clic nel proposto numero è contenuto . 

180402 , il quale costituisce I' eccesso del 253. Estrazione delle badici quadrate 
dato numero 8136400803 sovra il massimo dai numeri frazionari. Se Io quantità da 
quadrato di 90201, cbe è in lui contenuto, cui debba estrarsi la radice 2® sono fra- 

251. Ma questo residuo è assai forte; zionarie , nuli’ altra avvertenza occorre clic 
e se per essere tale si dubitasse che per quella di .estrarre separatamente la radi- 
ecfore di calcolo segnala si fosse una ra- ce dal numeratore e dal denominatore 
dice più piccola, ed un. resto più grande (§.188). 

del vero , ad eliminar tale sospetto facile Così esattamente , perché ambi i lermi- 
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ni della frizione sono quadrali di nume- 
ri interi , abbiamo 

61 _ [/61 _ 8 

81 = " i/8l — ^ 

100 _ t/ioo _ 10 

121 — 1/121 ~ Il 

Cosi prossimamente , perché un solo ter- 
mine delle seguenti frazioni è quadrato, 
abbiamo 

_26 _ t/26 _ 5' 

321 — 1/ 321 ~ 18 

781 t/781 28 

815 “ [/ 815 " 29 

Cosi prossimamente , perchè niuno dei 
termini delle frazioni soguenti è quadralo , 
abbiamo 

17 _ t/17 _ £ 

27 — t/ 27 “ 5 

1371 _ 1/1371 _ 37 

1602 ~ j/ 1602 — 10 

Cosi per rapporto anche alle frazioni 
decimali notiamo che I. si ha esattamente 
( perchè ambi i termini della frazione so- 
no quadrati ) j/0,01 = j/Vioo = Vi» 
= 0,1; t/0,0001 = t/ = */«.. 
= 0,01 ; 1/120,25 = l /«•*•/••• = a °V,. 
= 20,5 : II. ( perchè è quadrato un solo 
termine delle seguenti frazioni) si ha pros- 
s imamente 1/ 0,0226 y a,, /, M0 , 

— = 0,13 ; t/230,4 = t/> J »V.. 

= m /.^U,756= =••»/„: 

e III. ( perchè nè l’un uè l’ altro dei ter- 
mini della frazione che segue è quadra- 
to ) si ha prossimamente j,/ 0,2999825 

1 / 4732 / 

V /«OOOOOO# iSISJ- 

251. Nelle frazioni decimali è poi cosa 
■essenziale a notarsi , ebe quando esse han- 
no un numero pari di cifre dopo la virgo- 
la , risulta una frazione decimale anche la 
loro radice : non cosi se il numero delle 
cifre , dopo la virgola è dispai i. Ed infatti 
quando è pari il numero delle cifre dopo 
la virgola , pari è al certo anche il nume- 
ro degli zeri che ha il denominatore deca- 
dico della data frazione decimale : cd è 
perciò un quadralo , la di cui radice è 
un numero decadico aneli’ essa avente la 
metà dei suoi zeri (5-212) sicché si ha il 


vantaggio di non far ricorso al calcolo per 
ottenerla ; e se la radice che si trae dal 
denominatore è un numero decadico , sic- 
come essa costituisce il denominatore del- 
la frazionaria radice , è ben chiaro che la 
radice è una frazione decimale . Al contra- 
rio quando è dispaiò il numero delle cifre do- 
po la virgola, d spari è il numero degli zeri 
del denominatore decadico, e quindi esso 
non è un quadrato r nè perciò decadica è 
la sua radice (§.212). E perchè essa costi- 
tuisce il denominatore della radice frazio- 
naria , la frazione radice non è decimale . 
Siccome però interessa mollissimo che le 
radici dulie frazioni decimali sicno frazioni 
decimali aneli’ esse, così queslo intento si 
ottiene eoi render pari in quelle frazioni , 
che non 1’ hanno, il numero delle cifre 
dopo la Virgula per mezzo dell' aggiunta di 
uno zero, che il lor valore non oliera. Cosi 
per es. dovendosi estrarre la radice della 
frazione decimale 51,9 ; se noi operiamo 
sulla frazione qual ci viene offerta , si ot- 
tiene allora j/51,9 = [/“’/io = aa /s . 
radice che non è decimale: ma se vi ag- 
giungiamo prima uno zero, abbiamo)/' 51, 90 
= l/“ ,# /.o. = ,a /«» = 7,2. E da tutte 
queste osservazioni si trae la regola prati- 
ca , che per estrarre la radice da una fra- 
zione decimale qualunque, sia vera, sia spu- 
ria , reso pari co.n uno zero , se non lo è , 
il numero delle sue cifre dopo la virgola, si 
estrae la radice dal suo numeratore riguar- 
dandolo come numero intero , e tagliansi tante 
cifre a destra, quante ne indica la metà del 
numero delle cifre dopo la virgola eonie- 
nule nella proposta frazione ; poiché con 
questo taglio, a tenore della scrittura de- 
cimale , ad indicare veniamo il denomina- 
tore della radice . 

255. Estrazione deli.e radici quadrate 

DAI NUMERI INTERI PER APPROSSIMAZIONE. 

Un’ utilissima applicazione delle leorie re- 
lative alle radici decimali, si ha nell’e- 
strazione delle radici dei numeri per ap- 
prossimazione . 

Non essendo per esempio il 12 un qua- 
dralo, poiché contenuto fra 9 quadrato 
di 3 , c 16 quadrato di 4 , immediata- 
mente prossimo a 3 , diciamo che radico 
prossima di 12 è 3 , e con ciò veniamo a 
riferire la radice nou al 12 , ina solo al 
9 , a quella parie cioè del numero 12 che 
è il maggior quadrato in lui contenuto 
(5-244). Se però non di 9, ma realmente 
ìli 12 noi cerchiamo la radico , reggendo 
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che 3 produce un quadrato minore, e ì 
produce un quadrato maggiore di 12, con- 
chiudiamo che la quantità che per se mol- 
tiplicata dà 12, se v’ è , sta fra il 3 ed 
il 4 , c a questa radice.se esiste, avvici- 
narci quanto più ci piaccia possiamo, ot- 
tenendo risultati misti di interi e frazioni 
col semplice seguente artificio . 

Se 1 è maggiore della vera radice di 
l'2 , il 3 non vi differisce di 1 ; ma se 
vogliamo che (al differenza sia anche mi- 
nore p. c. di , / tì riduciamo 12 a frazione 
che abbia per denominatore il quadralo di 8 
ossia 64; ed avremo 12 = m /„, , e quin- 
di 1/ 12 = = *7. = 3 +•/,. Or 

se prossimamente la radice di 12 è *7», 
noi abbiamo certezza , che questa radice 
non differisce dalla vera nemmeno di */«■ 
perchè se la vera radice di 12 superasse 
di V, il *7s, converrebbe che fosse '•’*/» 
cioè elio 28 e non 27 fosse radice di 768; 
il che non può essere, poiché se 27 è 
la radice del maggior quadralo contenuto 
in 768, con ciò stesso diciamo che non vi 
c contenuto il quadrato che ha per radice 
28. Ed intanto 1' ottenuta radice *7> ossìa 
3-f- 3 /a veggiamo che è minore della radice 
di 12, ma però più le si accosta di quello 
che non le sia prossimo il semplice 3. In- 
fatti «7 t X ,T /a =H -+-**/«* molto più 
prossimo a 12 di quello che non è 3X3=9. 
Se vogliamo una quantità che dalla vera 
radice di 12 non differisca nemmeno di una 
unità frazionaria decimale , sempre por co- 
modità preferibile, e per es. di ridu- 
ciamo il 12 a frazione che abbia per de- 
nominatore il quadralo di 10 clic è 1 00, 
ed avremo allora |/12 = \/ = s, /io 

= 3,1 ; e siccome questa radico non po- 
trebbe essere 3,5 per le sovra indicate ra- 
gioni , è chiaro che la radice trovala 3,4 
non differisce dal giusto d' '/io! e infatti 
3, 4X3, 4 =11,56 quantità che è di >,4 /«6oo 
più prossima al 12 che non è 11 -t-* 5 /«v 
prodotto dell' antecedente radice 3 È 

poiché le moltiplicazioni c divisioni per nu- 
meri decadici si ottengono senza processo 
di calcolo, ognun vede essere assai più u- 
tilc per avvicinarci al giusto valore delle 
radici de’ numeri clic non sono quadrati di 
numeri interi , il convertirli in frazioni 
decimali e non in ordinarie; c cosi di fallo 
si pratica . Perciò se vogliamo ollenere un 
risultalo che sia più vicino all' esalto va- 
lore della radice di 12 di quello che non 
è 3,4 ette non vi differisce per */•« > Iro- 
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viamo un valore che non vi differisca per 
( / l00 riducetelo il 12 a frazione, che abbia 
per denominatore il quadrato di 100 ossia 
ÌOUOO, con che .abbiamo [/ 12 =[/ 12,0000 
= 3,46 15.254) che non differisce dal vero 
di */| 0 o perchè 3,47 sarebbe troppo gran- 
de . Ed infatti 3,46X3,46 == 11,9716 , 
quantità che dal 12 chc'dovrcbbe prodursi, 
differisce assai meno di quello vi differiva 
3,4X3, l => 11,56. 

Se vogliamo che la radice di 12 dal ve- 
ro non differisca nemmeno di un millesi- 
mo , riduciamo il 12 a frazione avente 
per denominatore il quadrato di mille , os- 
sia il milione, ed avremo in tal caso J/12 
= 1/12,000000 = 3,464; ed infatti ab- 
biamo 3,464X3,464 = 11,999296 che dif- 
ferisce assai meno da! 12 di quello che vi 
differisca 3,46X3,46 = 11,9716. E in 
generale conchiudiamo che per estrarre per 
approssimazione la radice dai numeri interi, 
loro si aggiungono tante paja di zeri, quan- 
te sono le cifre decimali che vogliamo nella 
radice , e quindi nella radice ottenuta col me- 
todo (§. 232) si tagliano tante cifre a destra 
quante sono le paja dei zeri aggiunti (§.234). 

Cosi se per esercizio di calcolo trovar vo- 
gliamo la radice di 2, e di 3 espressa con 
7 cifre decimati , onde assicurarci che dal 
giusto non differisca di un decimilioncsimo , 
senza materialmente segnare 7 paji ossia 
14 zeri a destra del 2 c del 3, si unisco- 
no due alla volta ai successivi residui che 
si vanno ottenendo durante il processo, e si 
ottiene cosi per risultalo [/ 2= 1,4142136, 
e J./3 = 1,7320308 i quali valori non 
giungono a differire dal vero di un mezzo 
dccimilionesimo, il 1° in più, ed il 2° in 
meno . 

256. Ma più oltre spingendo 1’ opera- 
zione di quello che nei citati esempi si è- 
praiicato , è ben naturale che ci venga, 
fallo di chiedere , se giungere si possa o- 
non ad avere zero di resto , e quindi tal 
quantità decimale ottenere , che sin la e- 
salta radice quadrala dei numeri che non 
hanno per radico un nunicro intero. Di tal 
quesito è facile la soluzione. Un prodotto non 
risulta d’ altri fattori primi , elle di quelli 
stessi di cui risultano il suo moltiplicando 
e il suo moltiplicatore . Quindi se i termini 
d' una fraziono ( o vera o spuria che sia ). 
non hanno fattori comuni , nemmeno pos- 
sono averli i loro quadrati , c le loro po- 
tenze in genere , non esistendo sì nel nu- 
meratore che nel denominatore di queste , 



oc 

che gli stessi fattori del numeratore e de- 
nominatore della radice , sol che ripetuti . 
E ciò vai quanto il dire che ogni frazione 
irriducibile ha necessariamente per poten- 
za una frazione irriducibile . Mi' escluso 
le frazioni apparenti , che col ridurle ces- 
sano di esser frazioni ) tulle le frazioni o 
vere o miste, se softo ancora suscettibili di 
riduzioni , divengono irriducibili qua ulo 
sono recate alla menoma espressione : dun- 
que tulle le frazioni che non sono appa- 
renti, hanno por qualunque loro potenza 
una frazione irriducibile . Dunque non può 
darsi frazione vera o mista, che abbia per 
potenza un numero intero . Dunque qnnl- 
sitorjlia numero intero 'non può exsere pn len- 
za di una frazione , ossia non può avere 
una frazione per sua radice . Dunque spin- 
gendo 1’ operazione anche all’ infinito, non 
si troverebbe mai una frazione decimale 
senza resto che esser potesse radice d’ un 
numero intero che non ha fra gli interi ra- 
dice . I numeri interi dunque che non sono 
potenze di numeri interi, ossia eh; non han- 
no fra essi radice, non potendola avere nem- 
meno fra le frazioni , è chiaro c-ltc non han- 
no radice. Cercar dunque la loro radice è 
un cercar l'impossibile. lt|/2, il |/‘3 sono 
dunque simboli dell'Inesistente, c perché non 
è espresso per essi alcun rapporto o ragione 
(ratio) , alcuna misura, sono detti irrazio- 
nali e incommensurabili (a) . 

E se essi ci accennano che la quantità 
che dovrebbe essere espressa per mezzo 
dell’ unità di misura, cui essi simboli si ri- 
feriscono, non ò esprimibile, chiara ne sem- 
bra che dunque non esprimono quantità, c 
che sono perciò aneli’ essi simboli di un im- 


iti) Non esistono dunque quantità signifiate t ].,ì 
smdioli di 1 h n.ir.ion a ! i ; ma poco logici sareste se 
da ciò credeste dedurre che non esistano le quan- 
tità irrazionali . Queste esistono, e sono uguali lap. 
pressi miticamente però soltanto ) non g : à a quan- 
tità espresse dii simboli irrazionali che non ne e- 
sprimono Veruna , ma a certe quantità che sono le 
radici dei mussimi quadrati contenuti in qnc' nu- 
meri In voluta raclirrts dei quali è impossibile . 

Per esempio preso il cate to per unità , I’ ipote- 
nusa è una quantità irrazionale, ed appunto è ir- 
razionale , perchè \/ 2 non esiste . Izd in vero se 
per brevità noi leggiamo la formula I =r j/j, tire 
ei da Ia Geometria, dicendo ,e h' ipoU’tttisa è ugna- 
lo "Ila radice di 2 • l’Algebra ebe ci Ila clini, i- 
slialo die 1 2 non esiste ei fa avvertili dover da- 
re a ([delle parole questo significato a V ipotenusa 
sarebbe espressa da [/ 2 , se j/ 2 esistesse a Ed 


possibile , come il sono le radici pari delle 
quantità negative. Tra queste due espres- 
sioni dell’ impossibile v’ ha però una rimar- 
chevole differenza, ne crediate clic un'alta 
metafisica si esiga per intenderla . Le ra- 
dici dei numeri interi che fra gli interi non 
hanno radice, ammettono una quantità reale 
clic elevata a potenza si approssima quanto 
più a noi piace a ciò che dovrebbe essere 
prodotto dall’ irrazionale che non esiste , o 
soddisfa perciò approssimativamente in sua 
veoe ai quesiti; c perchè queste radici ir- 
razionali possono essere supplite approssi- 
mativamente da una quantità reale, dicousi 
irrazionali reali . Le radici pari al contra- 
rio delle quantità negative , non ammetto- 
no alcuna quantità reale clic dia approssi- 
mativamente un risultato uguale a quella 
quantità negativa elio prodotta si vorrebbe 
da una radice elevala a poteuza pari, poi- 
ché si pretende in questi irrazionali che 
-hX + ovvero — X— I che noti è che 
un semplice diverso modo di esprimere il 
-+- '<+) dia per prodotto il — , si pre- 
tende cioè clic il porre produca il togliere ; 
al quale risultato non è mai possibile ap- 
prossimarci con vermi numero perchè l’ ef- 
fetto esige un’ operazione opposta a quella 
che noi poniamo in esecuzione. Quesù ir- 
razionali perciò sono chiamali immaginarli. 
Il |/2 non esiste, come non esiste \/ — 1: 
ma se non v’ è la radice di 2, v’ è la ra- 
dice di un numero quanto più ne aggrada 
prossimo al 2. Niuna quantità v’ ha d’al- 
tronde che per sò moltiplicata dia un ri- 
sultalo che si approssimi al — 1 ; poiché 
fra il porre c il togliere v’è una barriera 
die ogni approssimazione impedisco . 


in nnn conosco qual prece Ilo di Dialettica valga a 
far discendere dalla c-sposla proposizione il a don - 
qae J 2 esiste » come dall'esistenza dell’ ipote- 
nusa si farebbe discendere , posta per assoluta l'e- 
spressa uguaglianza . Però se la niente si sdj.atla 
ad am ncllure I' uguaglianza fra la quantità irrazio- 
nale [ esistente, c il simbolo j 2 inesistente, egli 
è perchè sostituisce alla radice ili 2 che non esiste 
la radice di un numero ebe al 2 si approssima e 
non vi differisce che per ima quantità trascurabile. 

Rinviliamo però sempre che per quanto I’ unità 
venga dicisa io parti tenuissime, un tal numero 
possiamo di queste prendere , ebe ripetute tante 
volte per quante esse «uno, dieno un quadrato che 
a nostro bel grado vieppiù si approssimi al 2; ma 
il p 2 , ossia In quantità che lipetuta I in Te volte 
[ht quanto essa è, dia 2, si è qui sapra dìniòslralo im- 
possibile . Dunque il seguo [/ 2 o le paftde « rci- 
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257. Estrazione delle radici quadrate 

DAI NUMERI ROTTI PER APPROSSIMAZIONE . Se 

ballasi di frazioni decimali , conviene (arili 
zeri nggiugn ere, quanli sic occorrono per- 
chè il numero delle cifre dopo la virgola 
sia doppio del numero delle cifre decimali 
che vogliamo nella radice . Così volendo 
la radice prossima in centesimi della quantità 
decimale 4,3, troviamo 1/4,3 = [/ 4,3000 
e= 2,07 (§. 254) . Se trullasi di frazioni 
ordinarie i le ranni delle quali non son 
quadrati, come è per es. s / 4 , si può estrar- 
re la radice per approssimazione con Ire 
diversi metodi . I. Si trae per approssima- 
zione la radice sì dal numeratore che dui 
denominatore , e quindi si divide realmente la 
V per la 2". CoA \/ */ 5 = *’ ,3 7 2:2S6 
= IT3 7»236 = 0,774 II. Si può rispar- 
miare un' estrazione di radice riducendo un 
dei due termini della frazione a quadralo , 
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col moltiplicarli ambedue per quello de ter * 
mini che vuol rendersi quadrato. Così f / 3 5 

= 3 ' 3 /s.3 — V 9 liò :== 3 38129 =s 3000 °/38729 

= 0,77 i. Così | / »/» = V 5 = V i6 U* 
— *» ,T2i /s = = 0,774, 111. Si 

Può anche convertire prima in decimale la 
frazione ordinaria , e quindi estrani la ra- 
dice. Così j / 3 / 4 = J/ 0,6. = 0,774. 

ESTRAZIONE DELLE RADICI CUBICHE 
DAI POLINOMI ALGEBRICI . 

2.78. 1/ esame delle parli da cui è co- 
stituito il cubo di un binomio, c quindi 
di un polinomio qualunque ci suggerisce 
il metodo che convicn praticare per la e*- 
strazione delle radici cubiche di qualsivo- 
glia numero di termini; c che poniamo in 
esecuzione nel seguente esempio . 


Cubo 27<i 3 — 54<i*c a -l-36ae® — 8c® 

3(i — 2c a tìadice 

— 27a 3 

Divisore 

1. fasto — 5ia a cM-36ae 4 — 8e“ 
-+-5i« a c a -3G«cM-8c® 

27« a 

Il fasto 0 0 0 



ilice di 2 r sono il segnale «li un impossibile , 
perchè sono il segnili? «li «lo? ideo incompatibili . 
Quando diciamo « radice » eliciamo quantità che 
debile ripetersi Ionie volle quante sono le sue u- 
nità, diciamo perciò numero : t quando Hggiuiigia- 
mo « di 2 » veniamo ad aggiungere che non può 
essere unnici o, giacché l'Algebra ci ha ora dimo- 
stralo che non v’ è numero che possa essere radice 
di 2 . Ma numero che non può esser numero è 
impossibile : dunque |/ 2 non esiste ; e ciò che non 
esiste non può essi re tic prossimo, nè remolo n 
veruna quantità, nè può avere confini fi a i «piali 
cs>o esista, penile dovrebbe esistere per averli. Quin- 
di l'espressione comunemente usala che In 14 mil- 
* lesimi è una radice più prossima alla ocra radi- 
ce di 2 di quello che sia f 4 1 centesimi r I* al- 
tra espressione « che la radice- di 2 sta fra 1414 
e 1415 nnlttsimi r che perc iò « la radice 1 H I 
millesimi non differisce dalla vera che per una 
(piantila minore di un millesimo » sono tulle im- 
proprie ed inesatte . Ed a «preste abituandoci , a 
poco a pmo, disponiamo, senza nemmeno accor- 
gercene, la nostra mente ad accordare un* esisten- 
za alla radice di 2 , e dimenticando che non può 
esistere se non esiste iti numeri; le accordiamo un 
esistenza fra i confini prossimi «li 14 e 15 decimi, 
fra i più prossimi ancora di 4 41, e 142 centesi- 
mi ee. Ma se queste espressioni improprie ci tra- 
scinano senza avvedercene a «lare esistenza al non 
effluite, per non cadere in questo errore ben è 


li 


clic le abbandoniamo; perciò in vece di «lire come 
si suole, e come ci era permesso prima di essere 
giunti a conoscere che la radico dei numeri che non 
sono potenze di ini» ri non isistc, invece di dire 
a che 1414 millesimi c la radice piu prossima 
alla radice vera di 2 che non è 44 1 centesimi , 
ben è elio si «bea che 4 414 ih il lesimi è la radice 
di un quadrato ( quaf è 1,999396,/ mollo piic 
prossimo al 2 di quello ehe sia 1,9884 , quadrato 
di 441 centesimi : in vece di «lire clic la vera 
radice di 2 sta fra 1414 e 1 4 1 5 millesimi » 
ben è che si di a che il 2 sla Jra. i quadrati di 
1414 e 1415 millesimi » che gli sono Un pros- 
simi , e cosi Sempre più stringere possiamo le pa- 
rdi ilello strettoci, fra le «piali giacciono non lo 
quantità sempre più prossime alla radice di 2, ma 
le railici «lei numeri sempre più prossimi al 2. 

Se i simboli irrazionali non esprimono quantità, 
non sono essi realmente suscettibili «li moltiplicazio- 
ne: quindi 1’uddurrc la moltiplica degl i irrazionali per 
irrazionali come prova che si dà moltiplicazione senza 
ripetizione , è un mettere in campo un errore per 
sostenerne un altro; giacche nei Così detti casi di mol- 
tiplicazione degli irrazionali Ira loro è verissimo die 
non abbiamo ripetizione ; ma non I 1 abbiamo, pel- 
thè non abbiamo reale moltiplicazione . 

Circa poi olla esistenza geometrica accordala <ìa- 
Newton »gP irrazionali, leggi ( Pur gotti Lette- 
re FILOSOFICHE sugli irrazionali reali e i m ma- 
gi nari i pag. 439 ) . . 

13 
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Ordinalo i! polinomio so non lo era , si 
estrae la radice cubica dal 1° termine (§.1S1) 
che si scrive nel posto della radice. Si foi- , 
ma il cubo di questo 1° termine della ra- 
dice , c si sottrae dal proposto polinomio ; 
e quindi riflettendo che nel 1 9 termine del 
resto che si ottiene deve contenersi il tri- 
plo quadrato del 1° termine moltiplicato 
pel 2° (§.229) onde ottenere il 2° termine 
della radice , dividesi tosto il I 9 tei mino 
del residuo , cioè — SiaV* pel triplo qua- 
drato del 1° termine delia radice, cioè per - 
2'm a , che segnasi nel posto del divisore; 
e il quoto — 2 c‘ si scrive al posto della 
radice. Dal 1° resto del polinomio che con- 
tener debbo il triplo quadrato ilei 1° tei- 
niinc nel 2°, il triplo del 1° nel quadrato 
del 2° , c il cubo del 2» termine (§.229) 
si sottraggono queste parli ; c poiché si ha 
zero di risultalo , eonchiudcsi che il dato 
polinomio è cubo perfetto della segnata ra- 
dice, ossia dessa è la radice cubica cercata. 
Cito se si abbia invece un residuo , per 
esempio +27o*/n— 9 6iic 2 m 4- 12c 4 m 4-9 irn" 

8 c - m a -H» 3 ( come avverrebbe nel caso 

clic il polinomio da cui si dovesse estrarre 
la radice , fosse il dato, più i termini che 
abbiamo ora notato ) la radice Ita allora più 
di due termini ; ed essendo già estratti i 
primi due , e tolto il loro culto dal dato 
polinomio , conviene il resto dividere pel 
triplo quadralo dei primi due , affinchè il 
11 9 termine risulti, clic si trova essere -H»; 
conviene quindi dal 2° resto sottrarre il 
tiiplo quadrato dei primi due termini pel 
•! > i| triplo de' (frinii due pel quadrato del 
3», e il cubo del 3° (§.229) ; fi po'^è ci « 
fatto nulla rimano, l’operazione c com- 
piuta; o 3«— 2c*-t-m è la cercala radice. 
Ctie se un resto si avesse , coavérrcbao 
proseguir nello stesso mo lo il processo , 
tinchè si giungesse ad un residuo o nullo 
o tale da non permettere ulteriore processo 
di calcolo . 

Se il polinomio è frazionano, con vien c- 
strarre la. radi e da ambi i termini delta 
frazione, c dividere la radico del nume- 
ratore per quella del denominatore . Così 

i / 8 r s _ f a r-y -t-fij nt 1 — ;/ 3 ~~ 'J 

V 27c 3 — 27c»j; -t-'J «■’* ~ xS io ~~ * 

Questo metodo di estrazione delle radici 
cubiche dai polinoniii ri fa strada a quel- 
lo che debbo praticar- i su i numeri. 


estrazione delle badici cubiche 

DAI NUMERI . 

279. Estrazione dai numeri interi. Per 
fissare i limili tra cui son comprese le ra- 
dici cubiche di ulta, di due, di tre cifre, ec. 
notiamo che 1090 è il più piceol numero 
clic abbia una radice di due cifre qual è 
19. Dunque da imo al mille esclusivo sono 
compresi lutti i numeri elle hanno per ra- 
dice terza una cifra sola, la quale si ot- 
tiene per mezzo della Tavola (§.1 i 7). Il 
1000900- è il più piceol numero che ab- 
bia una radice di Ire cifre qual’ è 100 : 
dunque dal mille al millione esclusivo son 
contenuti i numeri lutti , i quali hanno la 
radice di due cifre , come dgl millione al 
mille millio ù esclusivo tulli quelli che han- 
no la radice di ire cifre ce. E da ciò ri- 
sulta, che il numero per cs. 860085351 
ha una radice cubica di Ire cifre perchè 
compreso fra il milione o il mille millioni. 

E tale infatti è la radice 971 da cui 
r 8G008535I è stato prodotto col moltipli- 
carla due volle di seguilo per sé stessa ■ 
Ora riflettendo che questa radice 9.71 6 
9094-79 + 1, riflettendo che nel cubo to- 
tale dcblm esistere il cubo delle prime due 
parti 900+50 = 950; che il cubo ili 970 
ossia 970X970X959 terminando con tre 
zeri, lutto è contenuto nelle unità clic stan- 
no al di dietro delle centinaia , e non può 
perciò aver parlo alcuna di se nelle ultime 
ire cifre verso destra del dato numero pro- 
posto a cubo, cioè in 371 ; riflettendo che il 
il 1° termine 900, avendo in tino due zeri 
attesa la mancanza degli ultimi due termi- 
ni , il suo cubo 900X900X900 debbe ter- 
minar con sei zeri , e perciò non può aver 
parte alcuna di sè , nelle ultime sei cifre 
037371 del cubo proposto , conchiudiaino 
che per estrarre la radice cubica da un 
dato numero , convicn dividerlo in membri 
di tre cifre da destra procedendo verso si- 
nistra , c quanti sono i membri , altret- 
tante sono le cifro della radico. 

2G0. Ciò posto, vogliasi la radico cubica 
di 7i0S8 , numero elio diviso in membri, 
mine qui sotto , ci mostra che la sua ra- 
dice e di due cifre . 


Cubo 

7-1,033 

42 Rn ilice 



64 

48 Divisore 


I. Ileslo 

tooss 

9600 

(A) 


trio. ss 

430 

(ni 

ff. fi esili 

00000" 

8 

<0088 Semina 




Noi 1° membro 71 debbe contenersi il 
cubo del 1° termine; e poiché il maggior 
cubo contenuto in 71 c (li cubo di 4, se- 
gnasi 4 alla radice . Si sottrae 04 cubo di 
4 dal 74 , o a destri del resto 10 si ali- 
bassa il 2° membro: si separano Io due 
ultime cifre 8S per mezzo d' un punto, c 
cosi siamo corti clic in ciò clic rimane a 
sinistra , cioè nelle sole 100 centinaia é 
contenuto il triplo quadrato del 1° termine 
4 decine , cioè di 40 ; poiché debbe esso 
necessariamente terminar con due zeri, sic- 
come con due zeri termina il quadrato di 
qualunque decina, perché prodotto di due 
fattori aventi ognuno uno zero in fine (a). 
Pel triplo quadrato del 1° termine 4 de- 
cine cioè, per 48 centinaia si divide il 100 , 
e così siamo certi clic il quoto 2 clic si ot- 
tiene è la vera radice , o un numero che 
la supera per poche unità ; e perciò scritto 
in (A) il triplo quadrato del 1° termine pel 
2° ossia il triplo quadralo delle decine per 
le unità, scritto in (II) il triplo delle de- 
cine pel quadralo delle unità , scritto in 
(C) il cubo delle unità , e fallane la som- 
ma , se questa è contenuta iu 100S8, cioè 
in quel 1° residuo clic le delle parli deve 
contenere ( come nel nostro caso accade in 
cui si ha zero di resto ) la cifra 2 si se- 
gna accanto al 4 nel pesto della radice, c 
se la somma di queste parli superasse il 
1° resto, la cifra sarebbe troppo grande, 
c converrebbe esplorare un numero suc- 
cessivamente minore d’ una unità, finché 
la somma delle suindicate parti si trovasse 
contenuta nel 1° rc-to. In pratica poi que- 
sta somma si fa, trascurando I' inutile scrit- 
tura c dei due zeri con cui terminar deb- 
be sempre il triplo quadrato delle decine 
per le unità, e dello zero in fine del tri- 
plo delle decine pel quadrato dell' uuità , 


(«) I! qui nnn sarà inulile eliminare un errore 
comunissimo nei |>riiicipianli , qual’ è quello di cre- 
dere che ài quadralo per rs, di 4 decine , siccome 
formato ila 4 decine per 4 decine, esser dcldia 
<6 decine ossia <GO c non 1600 . A guardarci da 
sì falsa conseguenza valga il rammentare (§. 172 J 
che la seguente espressione a IL quadrato è uri 
prodotta di due /attori identici , onsia di un fisi - 
tore moltiplicato per se stesso » è giusta net solo 
unico senso clie I’ identità dei fattori si riferisca ni 
puro loro quantitativo , poiché pel resto sono nel 
quadrato come iu tutte le moltiplicazioni si diver- 
si i fallori a tenore della diversità del loro ufficio, 
quanto il possono estere due numeri uno indican- 
te aggetti qual' è il ululllplicaudo , e I’ alilo iuJi- 
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avvertendo invece ( lo clic porla allo slesso 
risultalo ) di fare a destra sporgere d'uua 
cifra soltanto queslo prodotto scritto sotto 
il primo, e di altra cifra puro fare spor- 
gere a destra il cubo delle unità che 
vi è scritto sotto. Cosi rapporto all ' esposto 
esempio la stessa somma otteniamo , e 


nell - uno c nell’ altro 



dei due muli qui ap- 
presso . Se qualche 
cosa avanzasse dopo 
la sottrazione , segno 

seco 

480 

8 

96 

48 

8 

10088 

tCOStT 

sarebbe che il dato no- 


mero mm fosse cubo perfetto ; c sia- 
mo certi che 1’ ottenuto resto non è ecce- 
dente , quando non supera il triplo della ra- 
dice cubica , più il triplo del suo qua- 
dralo (§. 206). Se altri membri vi fossero, 
uno alla vulta accanto al residuo si abbas- 
serebbero , e quindi taglialo due cifre a 
destra, si dividerebbe il numero rimanente 
a sinistra pel triplo quadrato di tetti i ter- 
mini già ottenuti della radice . I lumi dati 
al ( §. 221 ). ) valgono a render ragione 
di questo processo . 

261. Estrazione delle badici cubiche 
dai numeri rotti . La radice cubica d' un 
rollo si estrae coll' estrarla dal numerato- 
re , e da! denominatore , c col dividere 
1’ una per 1' altra . 

Cosi se le frazioni sono ordinarie, abbiamo 

t 

i /salsa' sa/ 

V >860035351 1 951 

3 

V Vi 4381183% == Vàai 

Se le frazioni sono decimali, poiché è chia- 
ro che il cubo-di 10, ossia IO 5 = 1000, 
il cubo di 100 ossia 100 3 = lUOOOOO , 
c in genere il cubo di qualsivoglia nu- 
mero decadico è 1' unità seguila dal tri- 


tante ripetizione quale c il mollipllcalore ; on ! è 
elle I 1 indicazione ili quest’ ultimo non può essere 
nè ili decine nè iti cenlinaja ve. , ina solo ditte 
rotte thè va ripetuto il moltiplicando , c clic sono 
precisale dalle sue unità semplici , e non dalle col- 
lettizie. Con late avvertenza intende ognuno che 
per ottenere il quadralo ili 4 decine vanno esse 
ripetute non 4 volte , quante esse sono, ma tante 
volte quante sono U- 40 semplici unità ili cui le 
quattro decine risultano . E questa stessa avver- 
tenza ci olire motivo di rimarcare quanto I’ esat- 
tezza c l’ analitico sviluppo delle idee nei primi 
cruilimcnti di tulle , nn in particolare delle scienze 
esatte, influisca a guardarci dagli errori uri suc- 
cessivi loro progressi. 
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pio de’ suoi zeri , ne segue che tubi per- 
fetti sono lutti i numeri decadici che hanno 
o tre zeri o un numero di zeri multiplo di 
3 , e che la radice di questi numeri è un 
fnt mero decadico aneli’ esso avente ii terzo 
dei zeri del suo cubo , sicché 

l 1000000 = 100 

l 1000000000 = 1000 
a 

e in grazia di ciò abbiamo J/ 160,103007 

a 

«•‘•'••V. 000000 -= “•/«., = 5,43. Così 

1* 0,860085331 = [/ B "" ,3333 V l()( ,ooo»o»o 
= 9il /ioeo — 0,931 , donde deriva la re- 
gola , che per estrarre la radice le - za. dalle 
frazioni decimali, sieno vere o spurie, reso 
( se mai non lo ‘fosse ) eguale a tre o a un 
qualche multiplo di 3 , coli aggiunta di uno 
o due zeri il numero delle cifre dopo la vir- 
gola , si estrae la radice dal loro numera- 
tore, e si tagliano in essa tante cifre a de- 
stra quanto è il terzo del numero delle ci- 
fre dopo la virgola contenute nel proposto 
numeratore . 

262. Estrazione dei.le badici cubiche 

DAGLI INTERI, E ROTTI PER APPROSSIMAZIONE. 

Se vogliamo approssimarci al giusto valore 
della radice dei numeri interi che non so- 
do cubi perfetti , sicché la differenza sia 
minore di */«• < di */,»» ec. con v ien ridurre 
l'intero a lai decimale che abbia per de- 
nominatore un numero decadico che sia cu- 
bo perfetto, il che si ottiene coll’ aggiun- 
gere al numero proposto tante volte 3 zeri, 
quante cifre decimali vogliamo che abbia 
la sua radice . Così se cerchisi la radice 
cubica di 327 prossima sino ai centesimi 
solamente , noi troviamo 

[/ 327 = 1/ 327,000000 = 6,88 (§.261). 

263. ■Se poi trattisi di frazioni , quando 
queste sono decimali , tanti zeri aggiungere 
conviene, quanti occorrono perchè le cifre 
dopo la virgola sieno tante volte 3, quante 
cifre decimali vogliamo nella radice . Cosi 
se cerchisi la radice cubica di 0,7 che dif- 
ferisca meno d' un centesimo dal giusto va- 
lore , avremo 

|/0,7 — 1/0,700000 == 0,88 (§.261). 

Se la frazione é ordinaria, possono usarsi 


tre metodi diversi analoghi ai già esposti 
per le radici quadrale (§.257) . 

Estrazione delle radici di qualsiasi grado 

DAI POLINOMI ALGERRIOI. 

261. Poiché la forinola del binomio Ne- 
wtoniano serve ad esprimere la costituzio- 
ne di qualunque potenza del binomio, dal- 
la quale dipende il metodo dell’ estrazione 
della rispettiva radice , così per compren- 
dere sotto la massima generalità le regole 
a questa estrazione relative, fa d’ uopo fac- 
ciamo ad essa" ricorso . Ordinalo perciò il 
polinomio da cui vuoisi estrarre la radice 
emmesima , convien dare principio dalla c- 
slrazione della radice emmesima de( 1° ter- 
mine, poiché questa esprime la prima parte 
dell' intera radice , mentre il primo termi- 
ne d’ una potenza del grado m del bino- 
mio a+c è a"‘ (§.215). Sottratta la po- 
tenza emmesima del primo ottenuto termine 
della radice emmesima dal dato polinomio , 
il primo termine del residuo esser debbo 
ma'" ~‘e (§.213) sicché ( onde risulti la 2 a 
parie c della radice) convien dividere que- 
sto ma ra - , o per ma ’* — *, cioè per la prima 
parte della radice alzata alla potenza m — 1 
c moltiplicata per ni, e per poi verificare 
se il polinomio contenga realmente tulle le 
altre parli costituenti la potenza emmesima 
della segnata radico che si è ottenuta col- 
I' operare sui soli primi due termini, convie- 
ne a Icnor della forinola costruire tutti gli 
altri tornimi che compongono la potenza 
emmesima della segnata radico , e quindi 
sottraili dal 1° resto. Se si ottiene zero di 
residuo, la radice è compiuta ; se si ha un 
resto suscettibile di ulteriore processo di 
calcolo , segno è che la radice non è bi- 
nomio , ma ha più di due termini , e al- 
lora I’ operazione continuasi riguardando i 
due già ottenuti termini della radice come 
il solo primo termine a la cui potenza ein- 
mesinia è già stala sottratta ; e proseguendo 
a dividere per ina m ~ cioè pel prodotto 
della potenza m—1 della somma dei già 
ottenuti termini della radice moltiplicata 
per m . Di questo metodo generale però 
quanto è semplice il concetto , altrettanto 
non difficile ma complicata riesce l'esecu- 
zione, c tanto più quanto più alto è il gra- 
do m; poiché ‘tanto maggiore è allora il 
numero (m-f-l) dei termini che costitui- 
scono la potenza . 
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Epilogo 

Della Sezione V. Formazione delle Potenze ed estrazione delle Ridici . 
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Una quantità entro parcntisi c radice «li quel 
grado che esprime I’ esponente che vi è fuori . Una 
quantità sotto il segno radicale è potenza del gra- 
do indicalo dall’esponente del segno. Quindi 

n 

I. se {<?)" ■-= a t c = [/ a 

n 

II. se [/ c = a , f : = a u 

e chiaro risulto dallo stesso significalo dei segui che 

HI. ftAr = * ; IV. |/V“ = c 

Dopo queste nozioni ecco le quattro parli in cui 
questo trattato è diviso {§.172 al <76). 

/. Formazione delle potenze dei monomi . 

Uu numero si alza a potenza ennesima molli- 
pi ir» mio lo n — f volte di seguito par sè. 

Un monomio algebrico intero si alza alla poten- 
za n , «landò a^la potenza ( se è «li gradii pari J il 
segno -f- , e ( se è di grado dispari) il segno «hg> 
ha la radice «he viene rii vaia a potenza \ alzando 
poscia il coefficiente »Mn potenza voluta , e per l'e- 
sponente «li questa moltiplicando I* esponente «li « in- 
cenda lettera. Se il monomio è una frazione con- 
viene al dato grado elevare ambi i suoi teintini 
($. <77 al 180). 

li. Estrazione delle radici dei monomi . 

Quando il monomio radice che cerchiamo è un 
numero di una seda cifra , essa rilevavi dalla tavola 
delle potenze «lei numeri semplici . Quando il mo- 
nomio è algebrico ed intero , nei gradi dispari la 
ratlice ha il segno della potenza : nei puri le raJici 
delle quantità negative sono simboli immaginari, e 
le radici delle positive sono affette dai doppio se- 
gno. Dal coefficiente si es*rue realmente la volut.i 
radice. Pel numero indicatile il di lei grado si di- 
vide P esponente «li ciascuna lettera. Se il mono- 
mio è frazione, si estrae la radice «la ambi i suoi 
termini (§. «8« al <83 } 

Rapporto ai vari esponenti, ad alcuni dei quali 
ci reca la estrazione delle radici, abbiamo ( §. 1 89 
al <98 j quanto segue . 


I. L'esponente intero positivo c 3 = 


II. L'esponente fratto positivo 

III. L’esponente zero, 

IV. L’esponente intero negativo 



V. L'esponente fratto negatilo c m = — . 

ni 

l /e * 

ITI. Formazione delle potenze dei polinomii. 

Il quadrato dei binomi risulta del quadralo del 
«0, del «loppio dii <0 nel 2 11 , e del «jiiudrato del 
2° termine. Perciò 2/* -f— • è la differenza fra il 
quadrato di no dato mimerò e del numero che il 
segue. Il cubo «lei binomi risulta del cubo del « u 
termine «lei triplo quadrato del pel 2^, deliri- 
pio del <° pel quadrato «Iti 2 ft , c «lei cubo del 2° 
lei mine, donde 3 7i.“ — 3 /i — 1 * la differenza fra il 
cubo di un numero, e il cubo del seguente . 

Qualsiasi potenza |»oi d’ un binomio a -+-<? si 
ottiene c« Ila Ibi n>« la Newtoniana. Il suo primo ter- 
mine è a n, C°: ogni altro si forma da quel che il 
precede mollipl cniulo il suo coi-fìicnnte per lYspo- 
i ente di a , dividendo il prodotto pel numero in- 
dicante il suo |H>slo, e a destra «li questo «pioto po- 
nendo a coll’ esponente diminuito di I , e c col- 
P esponente accresciuto di I . I polinomi in gene- 
re |K)i si elevano a qualunque potenza con le re- 
gale stabilite pei bicorni alla cui forma si riduco- 
no ( §. 199 al 231 ) . 

/ l r . Estrazione delle radici dei polinomi 

I metodi- di queste estrazioni derivano dalla co- 
gnizione delle |»rli di cui risultano le ris|>etlne 
potenze; e si sono applicali alla estrazione delle 
radici quadrate poliiiomie sì intere che fraziona- 
rie, quindi all’estrazione delle melici dui numeri 
interi e rotti , e sì dagli «mi che dagli altri pel* 
approssimazione pur arche : poscia oli’ estrazione 
delle radici cubiche da tutte le ora indicate quan- 
tità ; filialmente alla estrazione «Ielle radici polino- 
mie di qualsia.*! grado (§. 232 al 261). 


SEZIONE VI. 

Calcolo delle qnanliià Radicali. 


26!J. Poiché grande è il numero dei ca- 
si in cui non si possono estrarre le ra- 
dici esattamente, e lunghe le operazioni 
necessarie per ottenerlo per approssima- 
zione , giova durante il processo dei cal- 
coli algebrici indicare col segno radicale 


le radici da estrarsi piuttosto che estrarle 
effettivamente , cd eseguire su queste in- 
dicazioni , per quanto si può , ciò che 1’ 
analisi algebrica esige , ad oggetto di scm- 
plicizzarc il piu che sia possibile i risul- 
tati , riserbando alla line dei calcoli la 
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reale estrazione delle radici . Si Ita così il consi quantità radicali (a) . E di queste 
■vantaggio e di non dover tante volte ripe- sono interessanti le proprietà principati, che 
tcrc questa operazione, c di praticarla so- servono di base alle operazioni chene mo- 
pra le espressioni più semplici , c sui piu di/icuno il solo aspetto , con lo quali è 
piccoli numeri clic le Condizioni del pio- d’ uopo preparare i radicali stessi afOno di 
ùlema ci olirono. Ecco come presso gli Al- eseguirvi lo operazioni clic ne cambiano an- 
gebristi ebbe origine il calcolo delle quantità che il valore . 
affette dal segno radicale , die perciò di- 

Proprieta’ delle quantità’ radicali 


266. La conoscenza delle principali pro- 
prietà dei radicali reslringesi albi cognizio- 
ne degli effetti che in essi producono la 
moltiplicazione c divisione per una mede- 
sima quantità 1° dell’ esponente di tutti i 
fattori della quantità sotto il vincolo , 11° 
del solo esponente del segno radicale, III” 
dell’ esponente ad un tempo e del segno 
radicale e dei fattori delia quantità sotto 
il segno . 

I. Elicili die produce In molliplicnzione 
e diiisiuiie degli esponenti' delie quantità 
sullo il s guo . 

267. Trattando dell’ estrazione delle ra- 
dici dei monomii ci occorse osservare 
(§.183) che 

{[/ a) m = l a”‘ 

Ora polendo esser a una quantità qualun- 
que, e quindi anche un potenziale c r , que- 
sto ponendo nel nicchio di a , avremo 
in vece 

« n u 

fl/V)"* = = \/c rm 

E polendo essere a anche un prodotto 
di più potenziali , per cs. di c r , g’", p " , 
avremo pure 

n n 

(l /c r g n, p") m = l /c ntr g mm p nnt 
cosicché couchiudiarao, che* moltiplicare per 


(a) Avendo chiamale Radicali quelle quantità 
•che sono espresse per mezzo del segno |/, noi (h la- 
minino non Radicali quelle quantità che ne sono 
prive , e Fonduti uiamo il coniun uso di chiamare col 
nome di irrazionali le quantità radicali, e col no- 
me di razionali le quantità non radicali , giacché 
Usila distinzione dei razionali ed irrazionali non 
sono suscettibili affatto le quantità puramente alge- 
briche, nclie quali facendosi astrazione dai loro rap- 
porto coll’ unità , è chiaro che non può considerarsi 
se in esse sia rapporto o no , se sia ratio, o nul- 
la ratio all'unità. lìd infatti può hnt darsi che 
nella trasformazione delle formule iu numeri si afo- 


ni V esponente della quantità, quando risulta 
di un fattor solo , o l' esponente di ciascuno 
dei fattori co<lituenli la quantità sotto il via- 
colo è mi elevare alla potenza emmesima il 
radicale'; e quindi il dividere per in V espo- 
nente ec . , è per conseguenza un estrarre dal 
radicale la emmesima radice . 

Cosi , se moltiplichiamo per 4 1’ espo- 
nente *2 di 8 che trovasi sollo il seguo di 
ludiec terza , avremo 

l/8 a * = (l/8»)« 

% 

3 3 

E in vero il 1° membro è j/’ 8 j ' , = |/8 ! ' 
= [/ 16777216 = 236. 

Il 2° membro ((,/ 8 J )' — (i)« == 236. 

268. Ai mede-imi risultamene si giunge, 
se ai segni radicali si sostituiscono le po- 
tenze fratte, poiché per esempio 

r nr 

ni __ _ m 

(1 /aT = [a r,, y l = a m = [ / a nr 

II. Elfclli che produce ha moltiplicazione 
e divisione dell' esponente 
del segno radicale . 

2C9. Quando il grado della potenza cui 
vogliamo elevata la quantità a ò un nu- 
mero prodollo di due fattori m, n, noi 
possiamo Ottenere la potenza del grado mti 
che chiamiamo emmennesima in duo modi . 


foin per esempio 

\/a = j/4 — 2; cd m = |/2 

può diirsi cioè che una espressione radicale sia da- 
ta ad una quantità razionale quale è il 2 ; c che 
ad una irrazionale sia accordata una espressione 
non radicale quale è ni . Non dehhe insemina con- 
fondersi un irrazionale che è ciò (he è impossifo le 
ad esprimersi senza segno radicale, con un radica- 
le , che se può essere una quantità irrazionale, può 
essere ancora una razionale qualunque, allorché 
nella sua espressene siavi il segno radicale, che 
tante volle fa comodo il consonare, sebbene possa 
togliersi . 
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La possiamo ottenere direttamente appo- 
nendo ad <i I’ csponcnle ma, cd allora chia- 
niando p per brevità la potenza che nei 
particolari casi operando risulta , avremo 
«""* = p, donde, estraendo, la radice da 
ambi i membri , o per meglio dire rifletten- 
do al valore convenzionale dei segni, risulta 

mu 

(Q) a = \/p 

Possiamo peri) anche ottennio la potenza 
emmennesima di <i , elevando a prima all'e- 
sponente in ( por lo clic risulta a" ); elevan- 
do quindi I* ottenuta potenza a'" ad' espo- 
nente », giacché (§.178) («"')“ = a mu \ e 
perciò essendosi a'"" chiamala />, abbiamo 
(«"')'* — p . Ora se si estragga la radico 
ennesima da ambi i membri di quest’ ulti- 
ma uguaglianza , si ha .(§.176) 

a’" — l//i 

e da ambi i membri di questa estraendo 
la radice emmesima, risulta 

m n 

(R) a = \/\/ p 

Ma due rose uguali ad una terza equi- 
valgono; dunque da (§)j e da (Pi) risulta 

mu m n 

(S) — i / P = \/\/p 

E la (SI espressa in parole ci annunzia, 
che tonfo è estrarre da una data potenza p 
immediatamente la radice emmennesima, la 
radice cioè di un grado espresso da un nume- 
ro prodotto di due fattori m ed n, guanto è 
dalla potenza p estrarre prima la radice en- 
nesima , e poi da questa radice ennesima 
considerata come potenza estrarre la radice 
emmesima . 

Cosi per esempio vogliasi la radice sesta 
di 61. Il grado di questa radico è 3.2, 
c quindi 

# 3 2 3 3 3 

|/Cl ossia J/ 61 = l/J/01 = 1/8 == 2 

Ed infatti ( §. 177 ) abbiamo |/Ci — 2. 

270. Dalla forinola (S) scendo poi que- 
s'a proprietà interessatilo , che cioè ;? I. 
Moltiplicare per m /’ esponente del segno d‘ 
una guanii'à radicale è un entrarci la radi- 
ce emmesima . All’ opposto II. Divider» per 
m /' esponente del segno , è un elevare la 
quantità radicale alla potenza emmesima . 
lufalli I. la (S) ci mostra che moltiplicare 
per m l’ esponente n del segno radicale 
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della radice ennesima di p ( ed ecco ciò che 
indica il primo 'membro ) equivale ad e- 
slrarre la radice emmesima dalla radico en- 
nesima di p , lo che è espresso dii 1 secon- 
do membro. E 11. se moltiplicando 1’ espo- 
nente del segno per m si cslrue la radice 
emmesima , ò legillima conseguenza , elio 
dividendo I’ ottenuto prodotto per m si tor- 
na a quella potenza emmesima che per mez- 
zo della moltiplicazione avevamo convertito 
in radice . E ciò pure chiaramente ci ma- 
nifesta la (S), poiché la stessa radice en- 
nesima di p che qui poi riguardiamo per po- 
tenzi emmesima (da ottenersi coll’ innalzare 
ad in la sua emmesima radice ) noi ottenia- 
mo tanto col semplicemente dividere per m 
I’ esponente ma del segno radicale del 1° 
membro, che col togliere nel secondo il se- 
gno della radice emmesima , lo clic è un 
elevare alla potenza emmesima . 

o 

Così essendo .... 1/729 = 27, 

2 *3 3 

debbo aversi . . . [/ 729 = \/ 27 = 3. 
Ed infatti (§. 177) la radice sesta di 729 è 3. 

Così essendo . . . . J/ 33 IMI = 3, 

debbo aversi .... (/33 li il == 3 S = 27. 

Eil infatti ( §. 177 ) la radico quarta di 
331 MI è 27. 

271. Sostituendo ai radicali le potenze 
fratte , otteniamo i medesimi risultali , 
poiché 

ut n ni ma 

l l/j> = l />“ = P mn = 1 /> 

Iti Errai; thè produce la moltiplicazione 
e In divisione degli esponenti sì della 

(pisolila scilo il segno, clic del segno radicate 

272. Il valore di un radicale non si al- 
tera , se per una stessa quantità si moltipli- 
chi o si divida tanto V esponente del segno, 
che di ciascuno dei fattori costituenti In quan- 
tità sotto il vincolo radicale; giacché mol- 
tiplicando per m l’esponente di ciascuno 
dei fattori della quantità sotto il segno, ot- 
teniamo la pule n za emmesima del dato ra- 
dicale , c ritorniamo per estrazione di ra- 
dice a quel radicale che alla polenza em- 
mesima abbiamo elevalo , allorché moltipli- 
chiamo per la stessa m l'esponente del se- 
gno . Allo stesso radicale si torna per ope- 
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razioni inverso, se invece ili mollificare , 
dividiamo. Si ba dunque 

m m/t 

(A) I /V = J/ a cn 

Cosi ....(/ i 3 = 8; e y = 8 

Ed infalli la radice ottava di i‘ a ossia la 
radice oliava di 1 6177216 è 8 (5.177) 

Così 1/8*» = |V 1073711821 = 32 c 

si ha pure [/8 S = J,/ 327G8 = 32 , o 


8 3 

anche J/ 8 5 = (|/8) s = 32. 

273. L'esposta verità in egual modo ap- 
parisce se alle espressioni radicali si so- 
sliluiscano le potenze fratte ; poiché d' al- 
tro allora non trattasi elle di moltiplicare 
o dividere per una stessa quantità ambi i 
termini del fruito esponente , lo che non 
ne altera il valore . Infatti con questa so- 
stituzione l'eguaglianza (A) (§.272) diventa 

C Crt 

a m — a mn 


OPERAZIONI CHE ALTERANO l' ASPETTO E NON IL VALORE DEI RADICALI 


274. Queste operazioni contraddistinte 
tutte col nome di riduzioni, c tutte appoggia- 
te alle proprietà ora dimostrale, sono I» la 
riduzione dei non radicali a radicali , e II 
viceversa: III. La riduzione dei radicali all' 
omogeneità : c IV alla menoma espressione. 

275. 1. La riduzione a forma radicale 

DELLE QUANTITÀ NON RADICALI SÌ Ottiene Col 

collocarle sotto il voluto segno , dopo di averle 
elevate alla potenza del grado stesso del se- 
gno ; giacché 1§17C. IV) . 

' Il *1 

a — [■''a" = «'* 

Così 4» s x 3 = [/ (4/>*x 3 ; s = j/iGlpV) 

Corollario di questa riduzione è il mo- 
do di trasportare sotto il segno radicale la 
quantità che è fuori di esso ( la quantità 
cioè che gli sta a sinistra, c che dicesi 
coefficiente del radicale ; giacché "è elidente 
che ciò dcbhe ottenersi trasportando come 
fattore sotto il segno radicale questo cocfti- 
cienle della radice già elevato all' esponente 
stesso del segno radicale . Ed in vero 

m in nt ni 

a\/a r — l a"'\/u r — V «’" +r 

Così per le medesime ragioni sono ve- 


re le seguenti uguaglianze 

Aj /ao — J/ 16 oc; 3 p*{/p — j/9 p* 

(3m*4-cr)l/ a a — [/ (27a a m‘4-27a 3 cmV 
■d-OaVmVM-iiVr 5 ) 

Sostituendo ai radicatigli esponenti fratti, 
otteniamo i medesimi risultali. Così 

m r m-*. r 

m - . ni 

a[/'a r = a m a m = a "• = f /a” ,+r 

276. 11. La riduzione dei radicali a quan- 
tità non radicali si eseguisce , quando è 
possibile, con la estrazione dell’ indicata radi- 
ce ; c corollario di questa riduzione è il tra- 
sporto delle quantità che sono sotto il segno ra- 
dicale a coefficiente fuori del segno, operazione 
clic ha luogo soltanto quando la quantità sot- 
to il vincolo radicalo sia decomponibile in 
due fattori, uno dei quali sia potenza del 
grado indicato dal segno radicale . In tal ca- 
so, decomposto il radicale nei detti due fat- 
tori, c tratta da quella , clic è potenza del 
grado del radicale , la rispettiva radice , 
questa si scrive per cocflìcicntc innanzi al 
segno, dopo il quale si scrive soltanto 
1' altro fattore . 


ESERCIZIO 

[/~1 G9a a cp a r 5 .c — [/ 13 a a a pV*><crx = lllapr 3 ) ■' crx 
a 5 s 

Y 32<i 5 c I m"p 6 = j./ (2 s « 5 c 5 m ,; " l p 5 >^c a «ip) — 2(icm a /ij./er a »ip 
(,/(Glc 3 /n a -t-6i«c 3 j = [/ ( i 3 (, 3 (m a -f-a) ) = Irj/ (m a -|-o) 

V 

Y 10 80c 3 = y 2\3 3 .ò’t* == J/^(6 a f 3 .5r) -= 6z|/oc 



21/2300 = 2j/ (5*X5.2*) = 10^20 


[S (9a T ni itm ! ) =• l/(9uH-6a ! »i ;! -f-m':am = (3aH-m ! )l/i am 

| /18aV-f-12a J cm+2ac 1 _ f (\/ Barn -f e) : X2<* x _ Sam+c i / _2a 

V H3/ “ V lAV/j'Xty) )~ V * 3 P 


2 37. E da questi esempi «lessi risulta , 
che per agevolmente trovare il {ultore po- 
tenza del grado del radicale , la cui radice 
debbo recarsi fuori del segno, se le quan- 
tità sono polinomie, non giova che il lungo 
esercizio, del calcolo : se le quantità poi 
sono monomie, serve all' uopo il risolvere 
i coefficienti numerici , se vi sono , nei 
loro fattori primi , dividere 1' esponente di 
ciascun fattore per l’esponente del segno 
radicale , porre i quoti per esponenti ai 
fattori rispettivi fuori , ed i residui per c- 
sponenli ai fattori rispettivi sotto il segno 
radicale . 

238. Se poi ai radicali sono sostituite le 
potenze fratte , gli ultimi risultati sono i 
medesimi . Ed invero come 

3 3 

J/ o 5 /»V T =• «in W °V» 

cosi pure 

so r » r 3 

„3 m 3 p3 — am*p*à*p* = am 3 // a*p 

239. 111 . La riduzione dei radicai.! al- 
l' omogeneità ossia al medesimo grado o 
nome si ottiene moltiplicando i esponente del- 
la quantità sotto il segno e V esponente del 
segno di ciascun radicale o 1 0 per 1' espo- 
nente del segno radicale dell ’ altro , se sieno 
due soli , o 2 ' pel prodotto di tutti gli e- 
sponenti degli altri segni radicali , se sieno 
più , o 3° I quando gli esponenti dei segni 
abbiano fattori comuni ) pel quoto che si ot- 
tiene dividendo il prodotto dei soli loro fat- 
tori diversi presi al massimo grado per l'e- 
sponente del segno su cui si opera E la di- 
mostrazione di queste regole è simile a quel- 
la data per la riduzione delle frazioni a) 
cornuti denominatore. Ecco vari esempi in 
cui sotto ai radicali di diverso grado sono 
collocali gli equivalenti ridotti al grado 
medesimo . 


Col 1° metodo abbiamo 


|7i» s , l /c s 

13 13 

V « 8 , 1 / e 13 


\/'a m , l/C* 

rn ru 

l /a’ nn , l/c n 


I 3 

l /#* , l/e 

3 3 

l'V , 


Col 2° mclodo abbiamo 


1/ C-MI° 

, |/*» 

5 

, l/cm 3 

30 

[/ c ; °m’° 

30 

, 1/ 

30 

, l /c*m* 8 

Col 3* mclodo abbiamo 

l' a 3 , l /c 

1/ e , 

4 8 

j/ C 3 , c 1 

«3 la 

V a * , y c a 

B 

l/e* , 

8 8 

l/c 8 , l/c* 


280. Sostituendo ai radicali le quantità 
alTetlc da esponenti fratti, giungiamo ai me- 
desimi risultati col ridurre i loro esponenti 
allo slesso denominatore . 

3 5 L *2 

Cosi p. es. « 3 , e* divengono a ,a , e* a , 
che sono radicali del grado stesso , allorché 
si torni a dar loro la forma radicale. 

281. IV. La riduzione dei radicali al- 
la piu' semplice espressione si ottiene col 
dividere i esponente del loro segno radicale, 
e gli esponenti di ciascuno dei fattori delle 
quantità sotto il segno pel massimo loro co- 
mune divisore . Eccone esempi . 

ma mn n 

I. l /a mr c m * = l/(a'cT)"' — i /or# . 

11° (/6i o*e 3 = i/4 3 it , c" = l/i« a c 

4 

111° [/ (im*-t-4m 5 />-{-m a p a ) — 

A 

|/(4mM-iny)4-p a )ni 3 = 

j/(2 m+p) 3 m* — J/ (2m-f pjm 

282. So esprimiamo le quantità radicali 
per mezzo degli esponenti fratti , giungiamo 
ni medesimi risultati . Infatti cosi agendo 
sul l.° esempio, abbiamo 

ntr my r y 

ma - - i — - « 

1 / a mr c m y — a""'c n "‘ — a" c“ = J /«' cJ* 
In egual modo il 11 .° c il Ili. 0 esempio. 


li 
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Esempio per la moltiplicazione con riduzione al grado staio, di radicali di grado d'rcrso 


* 

Moltiplicando x -f-2j/^x -+-J- ij 

3 

Moltiplicatore . 4x — S [/ x -ì -| /y 

> 

4x> -4-8 j’(./'x y 

— &x\/x — lCj/x 5 — 8}/ x 3 y : 

i « t 

-4-x|/y -+- 2l/x 3 y‘ -4-1/ (/" 

Prodotto 4x* -i-5x|/ y — 16x — 6[/ x ? y 2 -+-J/ y 2 

E dopo le acquistale notile, ninna dif- cui le quantità sotto il vincolo sono com- 
Ccoltà olire la moltiplicazione di quei plessi di quantità non radicali e radicali. 
radicali, che taluni chiamano universali, in Ed infatti 

^(a+l/aJXl/ l^ a — 3[/a) = 1/ ^(a+l/a; (4a— = |/(ia , -|-al,^a — 3a) 
Cosi \/ (a+l/x)^/ x == j/ (a 3 -|-2aj/x-4-x) V x* '= [/ (a 9 x 3 -+-2ax\/ x-\-x*) . 


289. Sostituendo le quantità affette da 
esponente fratto ai radicali in qualunque 
dei diversi casi delle eseguile moltiplica- 
zioni, si hanno i medesimi risanamenti . 
Ed eccone un esempio 

S 3 30 

l/x s Xl/x 2 Xl/* 3 = V x" ( §. 279 ). 

Egualmente ricorrendo agli esponenti 
fratti, otteniamo 

li 3 3 2 3 3 — 

* 5 X* 3 X** = X s ~ 3 3 _ a- 3 ® 


DMsione 


290. I. Caso. Non radicali per radi- 
cali e viceversa. Queste divisioni ven- 
gono indicale con i segni consueti , scri- 
vendo 

, « , l/m 

a’A/c , ovvero — : l/m \a , o 

• \/c a 

E solo è ad avvertirsi che il quoto fra- 
zionario può essere suscettibile di ridu- 
zione ai menomi termini quando la quan- 
tità non radicale che esiste in un ter- 
mine della frazione sia decomponibile in 
fattori radicali eguali ad alcuno di quel- 


li che esistono nell'altro termine. 

e- /- aa l/ a \/ a r 

biamo a 3 ; ai/ a= — - — = al a 

a|/ a * 

Cosi ml/c = ni i /c — _!!!_ 

C 1 cj/cj/ c c[/c. 


V.U3I il U" 


Cosi 


m 3 


V m* », , 

« = v /m 


l/t n* l/m* 


291. II. Caso . Radicali per radicali 
del grado stesso. Dalla seguente formola 
(A) dimostrata al §. 188 deducesi la (Bj 



la quale ci mostra e/te si ottiene il quoto di 
un radicale diviso per altro dello stesso yra- . 
do , coll' anteporre il segno radicale al quo- 
to delle loro quantità sotto il vincolo : cd 
eccone esempi 
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Ed appunto 6 si ottiene , dividendo 
18- radice terza di 5882 per 3 radice 
terza di 27. 


sì puro 


1/46656 
J/' 46656 


|/(i6656l» 

1/(46036)* 


- VI = Vt 


1/75 
/27 

. , .1/75 5l/3 

Ed infatti-! — _ — - — — 

1/ 27 3j/3 


5^ 

3 


292. 111. Caso. Radicali per radicali 
di grado diverso . Questo si concerie net- 
l' antecedente , riducendo i radicali al me- 
desimo nome , ed eccone diversi esempi 


am\/ am‘.n[/' am = ami/ a?1ì,3 '. n V 

« 

am ■ / a 3 m 3 \ r . 

«= — 1/ — j m[/ am. Cosi pure 

o V a-m * 

225[/c/i ? )i 3 ; 2ò'l/ c-h'p 1 = 9)/ e/i a /j . Co- 


e 



( 46656) 
(16636) 


j 


> 


ed infatti 


1/46656 = 6; 


1/46656 1/ (2*3*) 2 3 .3 3 _ 0 _ 

3 5 112 9 2 ** 

1/46656 i/ (2 6 .3 S ; 1 6 


293. IV. Caso. Complessi di radicali e 
non radicali tra loro . Non si esige che 
V applicazione delle regole stabilite per la 
divisione dei polinomi , non che di quelle sta- 
bilite tanto pel caso in cui i monomii radicali 
su cui cade la divisione abbiano il medesi- 
mo grado , che pel caso in cui V abbiano 
diverso . 


Esempio in caì*i radicali hanno il grado stesso 


Dividendo a 3 +2ael / ac -4-c» 

— a 3 — ac[/ ac 

-\-ac[/ ac -K 3 
— ocj,/ ac — e 3 

0 <T 


oj / a -+-<•)/ c Divisore 

a[/ a -i-cy c Quoto 


Esempio in cui i radicali hanno grado diverso 


_ . . . » 8 
Dividendo 6x — \/x*z* — 12) /z* 

— 6j: -t-9) / r x 3 z* 

-+-$ì/xH* — 12 ) /*» 
—8 yx 3 z 3 -4-12)/ z 3 

~r o" 


2j/ x — 8|/« Divisore 
8 

3 )/ x 4-4i/ z Quoto 


Esempio di divisione di non radicali per radicali 


Dividendo c 3 3 

— c 3 -+-/)/ m 

— m 

a 

c — \/ m 

Divisore 

■ > 


3 3 


— 4-c-j/ m 
— c~ l/m 

— m 

3 

•+c|/m a 

» 

*4 -c[/ m 2 — m 

3 

— 1 [/ m 2 -\-m 

0 0 

c 2 -\-{/m 2 

Quoto 
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J,/ (6 1[/ az — lz\/ c»j 3 — 9m^/ a 3 c» 

4/(84/ a —2 z[/c) 

I / ®*|/ V — 4/ 1/ c a o 3 — 9m l/'a 3 c* -t-6ms I / c- | / „ , 3 

J/ - ? = y (lz\/z—Zm\/c) 

3j/a — 2z[Sc 


29i. Uso facendo, in vece dei radicali , 
delle equivalenti quantità affette da espo- 
nenti fratti in tutti gli esposti casi di di- 
visione , otteniamo i medesimi risultamen- 
ti . Eccone due esempi : 

e® : [/ c * = j/c« ; |/V = 4/0 
Ed egualmente 

, ! *- - £ 

c 3 : c> = c » = c a = |A 

Cosi pure 

». 8 » 

y t» T J J/ in- = J/ m 

Ed egualmente 

i » 

m » ’ n»» ~ m» = " l/ 1 " 
Elcniiione a potenza dei radicali 

293. Poiché abbiamo dimostrato (§. 2C7 
e 272) che 

n ii nr r 

[\/ a m ) r t= l/a""' ; c (| / a m ) n = 4/0’“ 

è ben chiaro che si eleva a qualunque po- 
tenza una quantità radicale, o col moltipli- 
care I' esponente di ciascun dei fattori della 
quantità sotto il segno , ovvero col dividere 
i esponente della radice ( se ne è un multi- 
plo ) pel grado della voluta potenza : ed 
cccone esempi . 

(|/ 12 a a rt»*j 2 = [/ 

^ = |/(9/* 4-6 fm - 4 -m 1 ) 

( 1 / 8 ) » = i/64 = 4 : infatti (|/ 8 ) a = 
(^2*)» = 2 a = 4 

(4/36)» = 4/(36)» = 4/46636 = 216: 


infatti (j/36) 3 = 6 » = 216 
(|/'1176i9 a")» = 4/1176i9a« = 343a 3 

^4/ (6361) y <= 4 / 6361 = 9. 

296. Si hanno i medesimi risultamcnti, 
se sostiluiscansi alle quantità radicali quelle 
affette da fratto esponente . Cosi come 

s 8 - - 3 

( 4 / a*)* = 4 / 0 *°, cosi (a»)»=a » = 4 / 0 '» 

Estrazione di radiai (lai radicali . 

297. Dalle proprietà delle quantità ra- 
dicali che furono dimostrate al (§.267) e 
al (§.269) , chiaramente risulta che 

8 5 15 11 m m/t 

1.. .. 4 / 4 /a» = 4 / 0 »; e 4 / 4 / 0 ' =4 /a r 

S n r r 

11.. . 4 / 4 /o»c 15 = 4 /o»c 5 , c 4 / 4 / 0 "“ = l/c" 

4-2 8 m/t r ffir 

III. 4 / 4 /a 9 = 4 /a 3 ; c 4 / 4 / 0 "“ = 4 / 0 " 

risulta cioè che si estrae una radice da 
una quantità radicale 0 per meglio dire si 
indica senza V uso del doppio segno un’ e- 
strazione di radice da un radicale I. col mol- 
tiplicare i esponente del suo segno radicale 
per quello della voluta radice ; 0 meglio 
quando si può 11. col solo dividere l’ espo- 
nente d’ ogni fattore sotto il segno per l e- 
sponente della voluta radice; 0 III. col di- 
videre l' esponente della quantità sotto il se- 
gno pel massimo fatlor comune che abbia con 
esso i esponente della voluta radice , e mol- 
tiplicare per l’ altro fattore della voluta ra- 
dice V esponente del segno radicale . 

È poi a notarsi che se il radicale da 
cui vuoisi estrarre una data radice sia for- 
nii© di coefficiente , conviene trasportarlo 


r'-- , y- 
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sotto il segno prima di passare ali’ estra- 
zione della radice . Cosi 

l/'(3c\/2m) = [/ 18c*i/i = cy' 18/n. 

298. Se in vece di estrarre la radice 
dalle quantità radicali , eleviamo ad un 
esponente fratto le quantità equivalenti af- 
fette da un fratto esponente , otteniamo il 
medesimo risultato. Cosi come, per ciò che 
si è ora mostrato 

S 4 11 

\7\Zm* = \/ m*, 

egualmente 

sì 51 . «a 

\/ m* = (m 4 ) 3 = ni* 3 = 

299. L’ estrazione di radice può essere 
poi successivamente ripetuta. , possono cioè 
darsi quantità soggette a più vincoli radi- 
cali : può per es. cercarsi la radice c della 
radice m della radice » di a r , lo clic si 
esprime cosi 

e ni n 

« V \ /\/a r ; » 

c poiché (5-297; 

m n ma 

|/| / a r = [ a r 

ne segue che 

c ni n c m n cmn • 

|/i/|/« r — W ar — V a ’’ 

Essendo poi cmn = mcn =. tieni , ee. 
(5,3 1 ) segue ancora che 

emù mcn nem 

[/ a r = [/ a r — y a r , 
c perciò ancora 

cmn mcn n c m 

| /y'\/a r — \/\f\/ ar = \/\ /Y n r 


cosicché conchiuder possiamo che una quan- 
tità qualunque soggetta a più segni radicali 
si può esprimere con un solo segno che ab- 
bia per indice il prodotto degli indici de’ ra- 
dicali dati ; ovvero da ' un radicale che ha 
un indice composto di più fattori si può tor- 
nare ad mi radicale avente ciascuno di quei 
fattori per indice di un distinto segno , sic- 
ché si trovi sotto tanti vincoli quanti sono i 
fattori comunque disposti dell' indice del ra- 
dicale primitivo , operazione di somma uti- 
lità , perché ne’ casi delle incomode estra- 
zioni di alte radici i cui esponenti non 
sieno numeri primi , ci pone sotto gli oc- 
chi un compenso , additandoci le successive 
radici , che estrarre dobbiamo dalla data 
quantità per ottenere lo stesso risultato ; o 
tale artificio si è perciò detto metodo delle 
estrazioni successive . 

Così | /a 4 = \7 (/ a 4 = [/ a 3 = a 
e s 

c y a s = \7\ /a*. Cosi pure abbiamo 
1/4096 = 1^/4096 = J/C4 = 8. Co- 
si 1/2985984 = 1/^2985984 = 12 ; o 
y 4096 =y' 4096 = \/[/y 10% =2. 
Così (/ 53 li 41 = l/y |/ 53 1441 = 3 ; 

cd anche (/ 6561 = [/y (./ 6561 = 3. Co- 
sì pure y 512 = [/[/lilì =[/% = 2 ; 
cosi in fine y 101559956668416 = 

VV V(101559956668416) = 6. 


Epilogo 


Della Sezione VI. — 

Dei radicali vanno studiale le proprietà , le 
'Operazioni che ne alterano il solo aspetto •, e le 
operazioni che ne alterano V aspetto e il valore 

( § 265 ) 

Le proprietà dei radicali sono tre . I. Essi ven- 
gono elevali alla potenza n , o viene da essi estratta 
la radice ennesima , se per n venga moltiplicato o 
diviso V esponente d’ ogni fattore della quantità sot- 
to il segno . H. Accade 1’ opposto se viene per n 


Calcolo dei Rudiculi . . 

moltiplicato o diviso V esponente del segno. III. I 
radicali non s’ alterano se per n venga moltiplicato 
o diviso tanto I’ esponente dì ogni fattore sotto il 
segno, che I’ esponente del segno ( § 266 al 273 ). 

Le OPERAZIONI CHE NE MODIFICANO IL SOLO 
ASPETTO sono quattro . 1. La RIDUZIONE DEL- 
LE quantità’ non radicali a radicali, che 
si fa col porre sotto il segno radicale voluto la quan- 
tità elevata all* esponente del segno , donde poi il 
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il trasporto delle quantità Jal FUORI al SOTTO il 
fcgno , ebe si esegue collocando come fattore Sotto 
il Segno il coefficiente elevato all’ esponente del se- 
gno radicale . 11. La RIDUZIONE ( che si fi per 
estrazione di radice ) ilei RADICALI A QUANTITÀ 1 
NON RADICALI , donde il trasporto J itovi del segno 
della radue ennesima di quello dei due fattori del a 
quantità sotto il seguo che è potenza ennesima . 
III. La RIDUZIONE DEI RADICALI ALL* OMO 
GENEITa’ che si esegue con metodo analogo al'a 
riduzione delle frazioni allo stesso nome . IV. La 
RIDUZIONE ALLA MENOMA ESPRESSIONE , che 
si ottiene dividendo I’ esponente ilei segno , e d’ ti- 
gni fattole sotto il segno pel massimo loro commi 
divisore {§. 274 al 282 ) . 

Le OPERAZIONI ClIE NE ALTERANO L* ASPET- 
TO E IL VALORE Sono Sei . La prima è I’ ADDI- 
ZIONE e la seconda è la SOTTRAZIONE dei ra- 
dicali tanto di>*imifi che simili ; e in questi con- 
tiene eseguire la riduzione se ha luogo . La terza 
è In MOLTIPLICAZIONE , e I. ilei Non r idicali per 
Radicali , ed altro non si fa ebe avvicinarli : il. 
di Radicali per Radicali del grado stesso , e si 
appone il comune seguo al prodotto delle quantità 
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sotto il vincolo ; III. di Radicali per Radicali di 
grado diverso, e si opera come nel secondo caso 
dopo aver’i ridotti al grado stesso , e IV. di com- 
plessi di Radicali e non Radicali per complessi 
di Radicali e non Radicali , e si esegue come 
nei polinomi , applicando alla moltiplicazione d’ o- 
gni monomio per monomio le regole ora esposte. 
La quarta è la DIVISIONE che ammette i quattro 
casi stessi della molliplu-azioue ; e due sono i ri- 
marchi n larvisi cioè che nel 1. caso il quoto che 
è una frazione si riduce alla menoma espressione 
quando il termine non radicale sia decomponibile 
in radicali eguali ad alcuno di quelli elle sono ne!- 
I* altro termine : e che il li. caso di dividendo e 
divisore radicali si eseguisce anteponendo il segno 
radicale al quoto «Ielle loro quantità salto il vinco- 
lo . La quinta è LA ELEVAZIONE A POTEN/A n 
che si esi gue o per n moltiplicando T esponente di 
ogni fattore sullo il segno, o per n dividendo' se 
ne è suscettìbile l* esponente del seguo . La sesta 
è I’ ESTRAZIONE di RADICE che si esegue facen- 
do I* opposto, e dalle teoriche relative risulta I’ u- 
til metodo delle ESTRAZIONI SUCCESSIVE { §. 233 

al 299 ) . 


SEZIONE VII 

Teoria delle equazioni di secondo grado ad un incognita . 


300. Ora che abbiamo acquistala la no- 
zione delle quantità radicali , notiamo che 
per decidere del ({rado delle equazioni con- 
viene non solo fare sparire l’ incognita dal 
denominatore , come avemmo occasiono di 
notare, parlando dello formole generali del- 
le equazioni di 1 0 grado , ma anche dal 
segno radicale se ne fosse affolla , perchè 
in grazia ancora di quel segno , il grado 
di una equazione spesso apparisco più bas- 
so di quello che è realmente . 

E per conseguire la eliminazione dei 
segni radicali di 2° grado soltanto , dai 
quali trovisi affetta la x ( questo essendo 
il solo caso che ora c’interessa ) giova ri- 
durre ad nn solo termine, o al minor nu- 
mero possibile i tèrmini che contengono la 
x sotto il vincolo radicale. Poscia se il 
termine che ha x sotto il vincolo è un solo, 
si fa rimanere isolalo nel 1° membro ; e 
profittando dell’ assioma che quantità eguali 
debbono avere uguali si le radici che le 
potenze del grado medesimo , si alzano a 
quadrato ambi i membri e I’ intento è ot- 
tenuto . Se i termini aventi la x sotto il 
vincolo sono più, giova isolarli nd 1" mem- 


bro uno alla volta , c ogni volta ripetere 
por ciascuno la elevazione a quadrato. Spes- 
so però in questo caso risultano equazioni 
di gradi del 2° più alti . 

Cosi avendosi l’ equazione x-f -q/(c-t-x) 
= m , otterremo [/ (c-t-x) = m — x ; 

e quindi c-t-x = m a — 2nix-f-x a . 

Così avendosi x-f-j/tn**4-l/ ex — 
sarà pure q/m-t-j /c)[/ìb = p — x 

cd (m-*-2',/ mc-l-c’x = p* — ìpx+x- 

Coji avendosi [./ (a — x) — x — [/ (ni — x) 
sarà pure ^/{a— x) = [/ (m — x)+x 

quindi a = m -+-2xj/(m — x) -t-x a 
donde 2r[/’(m — x) = a — m — x 3 
e finalmente imx- — 4x 3 = o a — 2 am 
-} -m" — 2ax s -t-2m.r*-t-.r* . E ciò premesso 
conchiudiamo che 

Binazioni «Il 3° sratin 
a «3 tana incognita sol» sono 
tulle quelle, nelle quali è il 2 il pili alto 
esponente cui trovasi elevata V incognita dopo 
che sia stala eliminata dai denominatori , e 
tratta fuori del vincolo radicale , se vi era. 
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Fobhola generale delle equazioni di2°gbado, e analisi della loro costituzione. 


301. Al modo stesso che tulle le equa- 
zioni di 1° grado ad una incognita anche 
le più complicale sono espresse per una 
forinola generale che (§.122) sì vide essere 
<x-t-a = 0 , cosi pure tulle le equazioni 
di 2° grado ad un' incognita son pur esse 
espresse da una formola generale che è 
qx 2 -\-rx-hs = 0 ; poiché anche le più 
complicate altri termini contenere non pos- 
sono che I. quantità note , la cui somma, 
sia positiva , sia negativa , è nelle ora c- 
sposta equazione espressa da -t-s ; li. quan- 
tità che moltiplicano 1' incognita .r, la cui 
somma positiva o negativa è espressa da 
-t-r ; e 111. quantità che moltiplicano a.-*, 
il cui insieme è espresso da -\-q . E per 
semplicizzar sempre più I' espressione , la 
x 1 può liberarsi dal coefficiente q , divi- 
dendo per lo stesso q ambi i membri, co- 
sicché si ha tt’-K/vX-r-H/,/ = 0 ; e fatti 
'// = c ! ‘li — a > s * ha in bus 

«’-t-ar-H» = 0 . 

E questa è la formolo generale di tutte le 
equazioni di 2° grado , nella quale -4-c c 
-4-a esser possono quantità intere o fratte, 
razionali o irrazionali , monomio o polino- 
mio, positive o negative . 

302. Cosi per esempio la equazione 

m ! n I m / 

jx fm /(«—X) 

col trasporlo nel 1* membro delle quan- 
tità che sono nel 2°, e coll' eliminare dai 
denominatori la x , diventa 

ma— 2 mx — n 2 xj m -+-xt 2 j m == 0 

ed ambo i membri dividendo per “/„ coef- 
ficiente della x 2 , si ottiene finalmente 

x- — (2m a — §—«*)/„ X x -+ro* == 0 
equazione che è la stessa formolo generale 

(A) a' a -f-c.r-Hi = 0 

quando in questa si faccia 

-fe = — (2n» 4 -Hi*)/« ; e -Hi = m* 

303. La formolo (A) poi ci offre nel pri- 
mo suo membro un trinomio, il di cui 1“ 
termine è -4-x*. ossia il quadralo dell' in- 
cognita , il 2° è sempre -t-cx , o<sia l’in- 
cognita a; moltiplicala per un fattore nolo, 
il 3° è una quantità nota ; c marcare in- 
teressa che 1' algebrica loro somma è una 
nullità, giacché debbo il primo membro 


essere uguale al secondo che è zero. Que- 
sta condizione è la feconda sorgente delle 
molte interessanti proprietà che le equa- 
zioni di 2° grado ci offrono : essa esige che 
vi sicno degli intrinseci rapporti fra i no- 
minali tre termini del 1° membro ; ed in- 
fatti isolando ciascuno di essi si hanno i 
seguenti risultati . 

30 i. Il 1° termine è uguale all’alge- 
brica somma degli altri due presa col se- 
gno opposto, si ha cioè x 2 = — (ex-f-o). 

303. Il 2® è uguale all' algebrica som- 
ma del 1° e 3" presa col segno opposto , 
è cioè ex = — (x* 4-«) . 

306. 11 3° è ugnale alla somma alge- 
brica 'del 1® c 2° presa col segno opposto 
è cioè a = — (x*-t-cx) . 

307. Ora se cominciamo a costruire la 
forinola (A) del §. 302 esprimendo i suoi 
termini giusta le condizioni cui deggiono 
soddisfare , chiamato m il valore di x , il 
primo termine sarà m*. Per rapporto al 2® 
termine ex notiamo primieramente che se 
il fattore e è una quantità diversa da x , 
sarà x (ossia m) più o meno qualche altra 
quantità n; e perciò dando al 4- un si- 
gnificato. algebrico, il quantitativo di c sarà 
m-H» • Notiamo inoltre che ex dovendo 
dare zero con la somma algebrica del 1® 
c del 3® termine, essendo (§. 303) ex 
z=z — (.r*-f-a), debbo essere algebricamente 
sottratto dalla somma algebrica degli altri 
due, o-sia debbe essere affetto dal segno — 
algebrico. E poiché quando un prodotto è af- 
fetto dal segno — ( come per ciò che si è ora 
mostrato è ex ) c lo è dal segno -1- tino dei 
suoi fattori, siccome nel caso nostro è I’ x 
che per intrinseca sua natura è sempre po- 
sitivo (§.123) ne segue che l'altro fattore 
clic è c , lo debbe essere dal — , è chiaro 
che e — — (i»-Wi) ; e quindi il secondo ter- 
mine ex = — (m-+-»)m . Questo 2° termi- 
ne ex è dunque la somma algebrica di due 
quantità m,a presa col segno contrario , e 
moltiplicata per I' una di esso. Ma la som- 
ma di due quantità qualunque moltiplicata 
per I’ una di esso dà per prodotto un bi- 
nomio composto del quadralo dell’ una, più 
il prodotto dell’ una per 1' altra , giacché 

• (in+ii)m = m 2 -\-mn; 

(m-Hi)« — »* -t-ma; 

dunque allorquando per comporre la for- 
molo generalo delle equazioni di 2° grado 


al primo fermine x*, ossia aJ in* aggiun- 
giamo il secondo ex , cioè — (ni-f-alm os- 
sia — (m a -t-r»«) , ollcoiamo per somma dei 
primi duo termini m* — m 2 — mn — — ni». 

Rimane ora che per compire il primo 
membro si scriva il terzo termine , e poi- 
ché questo codia già ottenuta somma de- 
gli altri due , che è ~mn , debbo dare 
zero , è indispensabile che sia -+-m». 

Componendo dunque uno dopo 1’ altro 
i termini a tenore delle condizioni cui deg- 
giono soddisfare, li forinola generale a: 2 
— f-ei'-Hi = 0 , fatto x = ni , viene e- 
spressa per 

(B).... ni* — (in-l-n)iìi+mn = 0, 
ove apparisce dovere necessariamente essere 
e = — !i»+n) , ed a = ma , 
affinchè il 1* membro sia zero realmente. 
Ma essendo evidente che anche 
» 2 — — 0 , 

re segue, che rimanendo intatti i valori del- 
le quantità note doli' equazione, cioè c ed a, 
la forinola ^ 2 -t-ci-t-o = 0 non solo si ve- 
rifica quando ad x si sostituisca il suo va- 
lore ni, ma si verifica ancora quando in 
vece detta x si ponga n , si ponga cioè 
quella quantità che nel comporre 1’ equa- 
zione abbiamo dovuto aggiungere algebri- 
camente ad m , affinchè la somma clic ne 
risulta presa col ségno opposto sia -+-c, af- 
finchè cioè si abbia — (m- Hi) =-+-e, don- 
de n = — (m-t-c) . Dunque anche « è un 
valore di x , ossia è mia radice dell’ equa- 
zione. Radici infatti chiamano i Matema- 
tici -i diversi valori che ha una medesima 
incognita appunto , perchè per mezzo di 
estrazioni di radici, si ottengono . 

308. Noi abbiamo prese lo mosse dalla 
supposizione clic la x della forinola (A) 
avesse un solo valore , c la esposta ana- 
lisi ce ne. ha svelalo anche un altro. Po- 
trebbe mai una equazione di 2° grado a- 
verne anche più ? La ricerca è ben na- 
turale: cd ceco come dimostrasi, che non 


fu) Se non una sola. , ma due sono le radici clic 
hanno le equazioni di 2 ‘- 1 grado a no 1 incognita, [io - 
Indille inai darai clic line pure ne »vi'R<ero le equa- 
zioni ad un’ incognita del primo grado ? La loro for- 
inola generale ex — a cc ne fa loslo rilevare l’ iin- 

possiliililà . fissa in tal li, chiamalo m il valore della x, 
diviene cui = — </; cd è evidente (he qualunque al- 
tra quantità diversa da in (e perciò u maggiore o 
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ne Ita che lo dqe sole m cd n, clic abbia- 
mo scopette . 

Una radice diversa da m potrà esprimer- 
si per ni più o meno d, ossia per rn-M . 
Ciò posto , sostituito m-t-d alta x nella 

A- a -t-r,r +•« = 0 , 

avremo (!n-l-d,' 2 -4~r{wi-|-<f)-t-a = 0 ; 

e soslilncndo a e e ad a i loro equivalenti 
espressi per mezzo delle due radici m cd 
n con cui hanuo'iiivariabili rapporti (§.307) . 
avremo 

(D). . («t-q -d) 3 — (m +n!(»t +d )~ {-Min = 0, 
da cui Risulta dm+d-— dn = 0 , ossia 

m+d — n = 0 , donde m+d — n. 

E ciò chiaramente addimostra clic una 
radice diversa dalla ni , collocala nel posto 
di x nello equazione ove sono quelle stes- 
se quantità note c cd a , cui corrispondo- 
<no le raditi hi cd n, debbo per soddisfare 
all’ equazione necessariamente essere ». Or 
se una radice diversa da m debbo per sod- 
disfare all’ equazione non altro essere clic 
n , ne segue clic le sole m ed n vi sod- 
disfano , quelle sole quantità cioè, la cui 
somma presa col segno contrario (§.307) , 
c perciò espressa da — (ni+») è il coeffi- 
ciente c del 2" termine, o il cui prodotlo 
mn è a, cioè il terzo termine nolo («) . 

309. Nella esposta dimostrazione i rap- 
porti fra le radici e le quantità note c ed 
a dell’ equazione , hanno sbucciato fuori 
naturalmente, per cosi esprimerci , da loro 
medesimi di mano in mano clic siamo ve- 
nuti componendo i suoi termini , giammai 
perdendo di vista la essenziale condizione, 
che zero esser doveva la loro somma. Pos- 
sono però essi dedursi ancora dal r.apporlo 
che ha il terzo termine noto a con gli aU 
tri due, rapporto che giova ben pondera- 
re, perchè altre proprietà interessanti delle 
equazioni di 2 0 grado ci svela , le quali 
fanno strada alla (corica generale delle 
equazioni . 

310. Abbiamo (§.306) a = — [x 2 +cx) , 


minore 1 dar delibo, allorché è moltiplicata por r, un 
prodotto inagrire o minore e non giù uguale* alla 
cui e quindi «Ha — u » come dovrebbe per soddi- 
sfare alla equazione . Questa dimostrazione sempli- 
cissima panni cosi chiarii e facile a saltare agli ocelli 
di chi» ciucia, che non saprei a dir vero compie»- 
ilere perche Franroeur, e parecchi con esso abbia- 
no fallo ricorso ad altre più complicate. 
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n: 

e perciò , espresso per ni fi valore di x , 
abbiamo a = — m 2 — rm . Quindi se ad 
a questo suo valore si sostituisca nella 
x : -l-cx-)-a = 0 , avremo 

(E)....x s -(-ex — w * — cm = 0 

ovvero 

x 2 — — m)e = 0 
ovvero (5-60) 

(x — m) (A--t*m)+(r — m'c = 0 
ovvero 

(F)....(x — m)[x+m+e) = 0. 

E ben esaminando la costituzione della 
(F) , c riflettendo che un prodotto^ sem- 
pre zero quando è zero un qualunque- dei 
suoi fattori , rileviamo che il 1° membro 
è eguale a zero non solo quando r — m — 0, 
ma anche quando .r -t-m-t-c = 0 . Noi sia- 
mo partiti dal dato incontrastabile clic la 
incognita x avesse un valore che abbiamo 
chiamato m, ma non avevamo vcrun altro 
dato clic in vece di un valore ne potesse 
aver due . Ora ci avvediamo che la equa- 
zione di 2® gcado si verifica non solo quan- 
do x — m = 0 , ossia quando x — — m , 
ma si verifica ancora quando x -t-m-t-c— 0, 
ossia quando x — (m-H) • Dunque non 

solo »i, ma ancora — (m-t-c) ò radico della 
equazione perchè manda a zero il prodotto 
(x-t-m) (r-t-m H-c), in che si è trasformato 
il primo membro della generale equazione 
di 2® grado . E di questa verità ci dà u- 
na riprova il vedere che non solo la m, ma 
anche la radice — (m-t-c) sostituita albi x 
verifica 1’ equazione (E). Dunque tanto -+-m 
che — (m-t-c) sono radici dell' equazione di 
2° grado a un’ incognita : dunque 1° nule 
le equazioni di 2* grado ordinate e ridotte 
a zero hanno due radici, ciascuna delle quali 
non è che la somma dell' altra e del coeffi- 
dente del 2° termine presi entrambi col se- 
gno contrario . 

311. Il valore poi — (m-t-c) che oltre 
al valore m la x può ricevere è la stessa 
ridice n ottenuta ($. 307) giacché come 
allora vedemmo che n diventa — (m-t-c) 
introducendo c nella espressione di », cosi 
ora vediamo che la radice — (m-t-c) di- 
venta n, sostituendo a c il suo valore 
— (m-t-n) . Quindi il 2® fattore del 1° mem- 
bro della (F) , cioè x-t-m -H è x — a , e 
possiamo perciò conchiudere che I' equa- 
zione generalo di 2® grado trasformata in 
(x— m) (x -t-m-t-c) = 0 , può anche espri- 
mersi per (x— m) (x — a) = 0. Può dirsi 


cioè II 9 che qualsiasi equazione di 2° grado 
ordinata t ridotta a zero si compone del pro- 
dotto di due fattori binomi , delti lineari os- 
sia di primo grado, aventi ciasruno per pri- 
mo termine la x e per 2° termine /’ uno /' uno, 
c V altro i altra radice prese col segno con- 
trario . E dall' essere ogni equazione di 2® 
grado anche espressa per (x — m) (x — n) 
= 0 , risulta non potere essa avere altre 
radici oltre m cd n; poiché se i valori m 
ed « verificano l'ora esposta eguaglianza, 
ogni altro valore clic si dasse ad x non 
la potrebbe verificare, perchè ninno allora 
dei due fattori componenti il 1° membro 
potrebbe divenire zero , c zero perciò non 
potrebbe diventare il 1° membro come 1’ 
equazione richiede . 

312. E se il primo membro dell' equa- 
zione generale a zero ridotta è un pro- 
dotto yi due fattori , ò chiaro III' 1 che di- 
videndo 1’ equazione generale per uno dei suoi 
fattori, iebbt con zero di resto risultar 1‘ al- 
tro , e prova di fatto che ciò avvenga , 
ne dà la divisione della forinola generale 
per x — m. Risulta infatti dal qui sottopo- 
sto specchio 


x 2 -t-c.r 

-t-« x — m 

— x* -4-m.r 

x-t-f m-t-c) 

H-(m-t-c)x 

"+-rt 

— ( m +e), r-t-m 3 -t-cm 


(A) -t-m a -t-cm 

-+-« 


che il quoto c x -4-(m-l-c)ed (A) è il residuo. 

Ma questo residuo c zero, perchè è pre- 
cisamente il primo membro dell' equazione 
generale ridotta a zero , quando ad x siasi 
sostituito m : dunque la divisione ba dato 
un quoto esalto ; e il quoto ottenuto col 
dividere 1' equazione pel fattore x — m è 
x-t-m -+-# , ossia è la .* , più l'altra radi- 
ce ( — m-t-c) presa col segno contrario. 

813. E da questa proprietà segue IV® 
clic nota una radice , può /' altra ottenersi 
per mezzo della ora indicata divisione . 

311. E se ni e — (m-t-c) sono le due 
radici , chiaro risulta che la loro somma 
ni — m—c è — c ; e che il loro prodotto 
è — m- — cm — a ; cosicché V® la som- 
ma delle radici è il coefficiente del 2® ter- 
mine della formala generale preso col se- 
gno contrario , e il loro prodotto è il 3® 
termine noto a , verità cui per altra via 
giungemmo (§.307) . 

313. E da ciò dedurre possiamo VI® che 
il riso/cere una equazione di 2® grado è un 
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trovare due numeri , ilei quali è dita som- 
ma e prodotto . 

Siti. Dalla cognizione poi che « è il pro- 
dotto delle due radici , e c ne è la nom- 
ina presa col segno opposto risulta VII" il 
criterio per decidere se le radici sono o non 
sono irrazionali ; giacché lo sono , se tro- 
vali tutti i possibili ruttori numerici che a 
due a due producono il numero a , ni un 
paio di essi si trovi, la cui somma sia — c. 

311. Dalla cognizione delle esposte pro- 
prietà la soluzione pure deriva di tre dei 
quattro quesiti che possono darsi in una 
equazione di 2° grado , quando due soli 
essendo noli dei suoi quattro elementi che 
sono m ed n , cioè le due _ radici , c , os- 
sia il coefQcieule del 2° termine , ed a , 
ossia il terzo termino , si cerchino gli al- 
tri duo. 

E 1° Data la radice m e il coefficiente 
c , si trovi n ed a » .. Abbiamo » = — 
(m-t-c) ($.301) ; c quindi, essendo a = m» 
(§.307) abbiamo a = >«>< — (m-t-c). La c- 
quazionc poi potrebbe anche direttamente 
ottenersi (§.311) moltiplicando (a- — m) per 
(x 4-«i +c) . Cosi volendosi per es. un'e- 
quazione ebe abbia 3 per una sua radice 
c — 12 per cocftìcicnte del 2° termine , 
moltiplicando (x’ — 3) per (jr-t-3 — 12) otte- 
niamo x * — 12x4-27 = 0. 

11.® « Data la radice m, e il terzo termine 
a , si trovi u e c. )) Essendo (§.307) a — ma 
si ottiene tosto n — Essendo (§.303) 


i ir» 

ex = — ossia cm = — (m'-’-t-o) 
ne segue essere e = — m — a j m . 

HI (t Date le due radici m ed il, si trovino 
c ed a » . La soluzione si ha dalle due 
equazioni c = m- Ha ed a = mn . Presi 
perciò o due numeri , o due quantità al- 
gebriche sia monomio,, sia polinomie a no- 
stro capriccio,, c stabilite per radici , po- 
tremo tono conoscere- e qual coefficiente 
debba darsi alla x nel 2° termine ex , giacché 
debbo essere la somma delle stabilite radici 
col segno contrario , e qual debba essere 
il terzo termine nolo a , giacché esser deb- 
bo delle due radici il prodotto . Cosi vo- 
lendo formare un' equazione che abbia per 
radici 5 c 7 , avremo c — — (3 -1—7) 
= — 1 2 ; ed a = 35, e 1' equazione sarà 
x- — 12x4-33 = 0 . E si potrà 1' equa- 
zioni ottenere puie facendo il prodotto 
(x— 5) (x — 7) . 

1V°. Finalmente fra i quattro possibili 
quesiti superiormente accennati è per ul- 
timo rimasta la ricerca delle due radici ni 
ed n, dati essendo c ed a. E questo que- 
sito , che non può come gli altri tre essere 
risoluto con la cognizione delle sole pro- 
prietà della formula generale , è quello a[> 
punto che ammettendo per ignote le ra- 
dici m ed a , ossia quel termine x clic è 
elevato al 2° grado, fa sì ebe di 2® grado 
sia I' equazione che ci si propone a risolve- 
re, e di questa risoluzione, passiamo ora 
ad occuparci . 


Risoluzione generale delle equazioni di 2® grado ad un' incognita., 

E LORO ANALISI . 


318. Per risolvere la foratola generale 

(P) x* 4-cx 4 -a = 0 

ossia per ottenere la x sola nel Smem- 
bro , e quantità tutte note nell’ altro , co - 
militiamo dal trasportare la quantità nota 
a nel 2® membro ; ed avremo x- -|-cx 
= — a . Ora se estrarre potessimo la ra- 
dice da ambi i membri , si avrebbe un’ c- 
quazione di 1® grado : e questa già sapen- 
do risolvere, l'intento potrebbe dirsi ot- 
tenuto.. Non potendo però questa estrazio- 
ne farsi nel 1° membro*, che è un bino- 
mio , perchè un binomio non è un qua- 
dralo completo (§.233) conviene ricorrere 
a qualche arliGcio. Or bene considerando 
il 1® membro x” 4-ex, noi ci accorgiamo 
che se non è un quadrato completo , ri- 
sulta però di parti tali , che possono ri- 


guardarsi come materiali atti coll' aggiun- 
ta di un altro termine a costituire il qua- 
drato di un binomio . Infatti x* può riguar- 
darsi pel quadralo del primo termine x di 
questo binomio ; e -t-cx pel doppio pro- 
dotto del 1® termine x nel 2®, ài qual 2® 
termine trovasi essere 4-c/ a ritracndolo 
dallo stesso ex col dividere questo doppio 
prodotto del 1® nel 2® termine per 2 c dop- 
pio del primo (§.23 i) . Non manca dun- 
que (§201) a questo primo membro x* 4 -c.v 
che il solo quadralo del 2® termine 4-«'a, 
ossia c j /a per divenire completo quadralo 
del binomio a» 4-e/ a . Si aggiunga perciò e*/« 
a questo 1° membro affine di compiere il 
quadrato : si aggiunga poi anche al 2® 
membro affine sia conservala la loro egua- 
glianza , e cosi avremo 

(Q) • ■ . x 3 4- ex 4 -c% — e a /v — « 
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E poiché le radici di quantità eguali sono 
eguali, estraendo realmente la radice dal 
1° membro perchè è un quadralo, ed indi- 
cando la estrazione nel 2" perchè la radice 
non può da esso algebricamente ottenersi 
(5.233; e rammentando inoltre clic le ra- 
dici pari sono seniore . atTe'.te dal doppio 
segno (5.235) avremo 

(II) ...±(x-K/j) = (e*/* —a) 

la quale ognuno vede chiaro che si risolve 
nelle due seguenti 

(S! +x -H/ a = -H/(c7* — «I 

|T) — x —7, = — J /(<=»/* —a) 

Ma di queste due equazioni la (T) non 
è adottabile perchè contiene il — x, e la 
x non può giammai essere alleila dal se- 
gno — , giacché v’ è I’ uso di cercar sem- 
pre le cose c mai la sottrazione delle co^e 
(5.123) ; e d’ altronde se la (T) vuoisi tcn- 
tlerc servibile convertendo il — x in -t-a- col 
cambiamento del seguo in tulli i suoi ter- 
mini , essa si trasforma nella (5i) . Nc se- 
gue perciò che la (S) è la sola formula che 
vale all’ uopo ; c dalla (S) risulta 

(E) x -= — f/a-H/V*/*— *) 

Ma la x olire il trovalo valore , che pos- 
siamo per brevità chiamare m , ne ha un 
altro ancora che è — (m-q-e) : dunque ac- 
cordando ad x quest’ altro valore, avremo 


E come abbiamo verificata la Corniola 
generale sostituendo ad x il duplice suo 
valore , sarà bene che gli allievi verifichi- 
no ancora, elio la somma delle due radici 
ossia dei due valori di x distinti iu (E) 
ed in (V) '5-318) è uguale al — c ; c che 
il loro prodotto è uguale ad a . 


(a) E ([ui notiamo clic il doppio segno posto 
nell equazione finale non è risultalo come erruiaen- 
tncnlc si suppone e si civile ili dimostrare, dai pro- 
cesso di risutu/ioue , giucche tiu solo è it valore di 
x eoe in grazia di questo processo, come abbiamo 
«Sposto , .ti Ottiene; ma unicamente deriva dalla 


.t— — m — c = +<■/,— 1/ (e 1 /, — a) — e 
ovvero 

(V).... x =.- -%-l/(c*A-«) 

E poiché (U) c (V) non differiscono che 
soltanto nel segno, da cui è affetto nel 2° 
membro il \/ (c a / % — <t) , cosi possiamo la 
due forinole in una sola riunire, scrivendo 

(A) x — — r /a= t =i /(«*/»—«) 

Ed infalli dei due formanti il doppio se- 
gno prendendo il superiore, abbiamo la 
(U) che esprime la radice in , prendendo 
]’ inferiore , abbiamo la (V) che esprime la 
radice — (m-q-c). E quest’ ultima equazio- 
ne (A) tradotta, in parole ci esprime clic 
« in ogni equazione di 2® grado ordinala e 
ridotta a zero il valore della incognita è 
formalo dal semi-coefficiente del 2“ termine 
preso col segno contrario, più o meno la ra- 
dice seconda del quadrato di questo scmi-co- 
efficiente unito alla quantità nota presa an- 
e/t’ essa col segno contrario' («). 

319. Sostituendo poi nella formoli ge- 
nerale xM-ca-q-n = 0 ad a a il quadralo 
del binomio — c' a dtj/(c*/« — a) che nella 
equazione finale (A) abbiamo ora ottenu- 
ta, e ad .v lo stesso binomio che il du- 
plico valore della x ci esprime, otteniamo 
1’ EQUIVALENZA , donde I’ I PENTITA . Ed CE- 
CO sotlo un colpo d’occhio queste quattro 
eguaglianze nel seguente quadro riunite 


320. Con 1’ applicazione dell’ equazione 
finale (A) del (5-318) senza essere obbli- 
gati a rifare i calcoli precedenti, si ha im- 
mediatamente il valor della x in ogni caso 
particolare, l’er esempio pera. 1 — tO.t-q-2 i 
= 0 si trova tosto x = 0 e = 4. Per 
a a -q-2x = 35 si ottiene tosto a- = 5 e 


riunione filila in una furinola stessa dei due valori 
di t. elle si sono sctnierli allorché si sono analiz- 
zate le proprietà della formula generale ridotta a ze- 
ro, quali proprietà [lercio è necessario tbe sieno 
bene conosciute prima di accingerei alla sua riso- 
luzione. 


FoRKOLA GE.XERA1.E X a q-CX-|-a *= 0 
Equazione fis a le x = — 7a ± l/( c Va — «) 

Equivalesza c 1 /,=p5j/ A (e a /, — a) -+- c a / 4 — a — c a / a ±cj,/^(c’/ 1 — a) 4-« — 0 
Identità 0 = 0 


s 
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= — 7. Cosi pure nella soluzione dei pro- 
blemi , il cui enunciato si traduce in una 
equazione di 2° grado, 1’ applicazione del- 
la formula tinaie , o del teorema clic essa 
esprime ci reca tosto alla soluzione richie- 
sta appena che sia stalo il problema tra- 
dotto in equazione. Eccone quattro esempi. 

321. Ilo piantalo lame file di alberi quanti 
alberi contiene uno fila . Non potendo esten- 
dere la piantata in largo , ho quindi pian- 
talo per lo lungo altri 1300 alberi conver- 
tendo il quadrato in un rettangolo composto 
di 80 file , ciascuna delle quali contiene lo 
stesso numero d‘ alberi, che in ogni fila del 
quadralo si contenevano. Di quanti alberi è 
composta ogni fila ? La è o di 50 o di 30. 
Ed infatti- chiamalo x questo numero, si ha 
■rM-1500 «= 80x ; e quindi ; c ! — 80x 
-+15«0=();edx ==40‘=bl/(40*— 1510) 
= SO c = 30. 

322. A Tullio che studia le equazioni di 
2® grado disse il Maestro . Non v’ erano in 
questa borsa e non ri sono che zecchini. Xe 
ne erano tre , più il nonuplo del quadrato 
del numero dei zecchini rimasti ora , quando 
cominciai a distribuire in premio a ciascuno 
delli tuoi condiscepoli una somma uguale a 
quella che ora vi esiste. Io ti dono la borsa 
e il contenuto , se indovini quanti zecchini vi 
sono. — Uno zecchino rispose Tullio , giac- 
ché */ 3 di zecchino che sarebbe l' altro va- 
lore dell' incognita è escluso dalle condizioni; 
ed ebbe la borsa. 

Infatti 9x*+-3' = 12x, donde x 
= , /*= fcl /» . ossia x = 1 e = «/,. 

323. Ti dono il decuplo della mia vincita, 
se tu la indovini , dice Turno a Metello , e 
per dartelo non debbo altro aggiungere che 
una lira meno un centesimo al quadrato del- 
le lire che ho vinte . — Della tua genero- 
sità non mi lido, risponde Metello, per- 
chè se io ti dico che la tua vincita è stata 
di lire nove c nove decimi , tu puoi farmi 
credere clic hai vinto in vece un decimo 
di lira e viceversa . 

Ed invero xM-0,99 = lOx, donde x 
— ossia x = 9,9 ed = 0,1. 

324. <( Una comitiva in cui erano tre 
donne ha speso in un convito lire 72. Due 
sodi non aderendo alla determinazione degli 
altri di escludere le dome dal riparlo , pa- 
glino unicamente per la loro porzione. Re- 


ni 

stando a carico di tutti gli altri la spesa 
delle donne , ciascuno di questi paga lire 9 
di più . Di quanti individui è composta la 
comitiva ? — Di otto . 

E chiaro infatti che l'insieme delle quoto 
sborsate da tulli quelli che pagano ancor 
per le donne ( i quali sono in numero di 
x — 3 perchè sono il total numero x dimi- 
nuito delle tre donne e dei due soci che 
pagano soltanto per loro ) più 1’ insieme 
delle quote degli altri due è uguale a li- 
re 72 ; e perciò avviene che si abbia 
(*— 5) i”/.t+9)+2X ,s /-v = 72 
donde 

* = V.^PV.+H) 

ossia x = 8 , e = — 3 , dei quali va- 
lori di x , solo il 1® è conciliabile col- 
le precise condizioni del problema , mm 
potendosi il 2® adottare , se non con va- 
rie modificazioni nell' enunciato , clic sa- 
rebbero richieste dalla mutazione di x 
in —x (§.127; . 

323. Ma questa formolo di risoluzione 
cosi utile , poiché non appena che i pro- 
blemi sono in equazione tradotti , essa ci 
precisa il valore della cosa che ricerchia- 
mo , merita di essere accuratamente esa- 
minala : c tre sono i principali rilievi . 1° 
sull’essere o non essere uguali a zero o 
1’ una o I’ altra , o entrambe le quantità 
note a, e : H® sulla costituzione del bino- 
mio che è sotto il vincolo radicale, e sul 
rapporto di differenza fra i suoi termini : 
111® sul rapporto di differenza fra la quan- 
tità che precede, e la quantità radicale che 
segue il doppio segno . 

1. Osservazioni intorno alla deficienza 
dei termini. 

326. Può darsi, e specialmente quando 
le condizioni del problema sono molle, che 
i termini costituenti il polinomio c , non 
che quelli costituenti il polinomio a si eli- 
dano : può cioè darsi che sia c = 0,a = 9. 
In questo caso la formolo generale diventa 
x a = 0 , e la forinola di risoluzione ci 
dà zero per ambi i valori di x 

327. Può darsi che la sola c abbia va- 
lore ; e in tal caso essendo a — 0 , la 
formola generale diviene x*-+cx = 0,0 
la finale modificasi in 

x =- c />=H/VA-0) = -Vz ±c /.. 
donde x = 0 , e = — c ; od entrambi 
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q«csli valori sosliluili alla a: vcriCcano la 
equazione (a) . 

328. Può darsi cbe a abbia un valore, 
c già c = 0, ed allora , mentre 1’ equa- 
zione generale perdendo ex diventa x* +-a 
— 0 , la formola di sua risoluzione diventa 
x = — 0+l/ (0— a) ossia x = +[/ — a. 

E questa equazione x-+a = 0 , essendo 
una vera equazione di 2' grado, cbe non 
può come 1' antecedente ridursi a equazio- 
ne di 1° grado prima di essere risoluta , 
suole a preferenza dell’ antecedente ( che 
lia pure due termini soli ancor essa ) cliia- 
•marsi esclusivamente equazione di 2’ gra- 
do a due termini (4). 

329. Può darsi lilialmente clic si a cbe 
c abbiano valore : ed in questo caso , clic 
è il più ovvio, l’ equazione dicesi completa 
o a tre termini, ed in questo appunto han- 
no luogo il 11® ed il HI® rilievo accennali 
al (§.323) . 


Il Osservazioni intorno alta costituzione 
del binomio clic c sotto it vincolo radicale 
nella equazione finale . 

330. Nell' applicazione della formola fi- 
nale x =s — c j 1 r±z\/ (e*/* — «) a lutti i di- 
versi casi particolari che si sono risoluti , 
noi quali le radici erano razionali , abbia- 
mo con qualche meraviglia rimarcato che 
il binomio (e* 1 , —a) “dotto in numeri è 
sempre un quadralo . Cesseremo perciò di 
meravigliarcene quando, bene analizzando 
la sua costituzione, ci avvedremo che quel 
binomio è sempre il quadralo della scmi- 
difTcrcnza algebrica dello due radici . Ed in 
vero sebbene, finché è un binomio è impos- 
sibile clic tale apparisca, quadrato addiviene 
allorché vengono espressi i suoi termini per 
mezzo delle radici m ed n dell equazione . 

Infatti rammentando clic c = — (m-(-n) 
ed a = m/i, la equazione finale (ti) qui 
sottoposta. 



(G) • • - 

\ . X = 

/ a 

=*= 1/ (e*/*— - fl ) 


diviene 

(L) . • • 

... X = 

m-t-n 

2 

dt j 

vm- ■ 


ovvero 

(M) . . . 


md-» 


| /~ «i a 4-2mii -t-n* — imn 




2 


V 4 


ovvero 

<»>■ • • • 

. . . X = 

m-H* 

2 

-l 


' 

donde 

(0) . . . 

. . . X = 

sn-t-n 

2 

H- 

l * I 

1! 

2 

o 

£. 

Il 



[a) Il medesimo risultalo 0 ovvero — c si sareb- 
be ottenuto ancora senza ricorrere alla formala ge- 
nerale di risoluzione, rinvilendo cbe la formila ira 
-_|_ex — 0 può ambe esprimersi |>er la seguente 
xlr-br) = o. Infatti polendo estere zero un pro- 
■dùttò tanto per essere zero il primo , 'pianto per 
■essere zero il secondo dei suoi fatturi, ne- segue 
elir P equazione è soddisfatta tanto se si facciR X“0 
quanto se si faccia [x -J-cJ =0, donde x = • e . 
•Questa stessa equazione x 2 -f-c* ■= 0 die potreb- 
be dirsi equazione (li 2® grado incompleta per 
mancunza del terzo termine ossia delta i piantila 
nota, suole invece riguardarsi per un’ equazione di 
.primo grado, a motivo tbe dividendo ambi i suoi 
membri per x., risulta I’ equazione di primo grado 
x-t-c =0, donile x = — c, come abbiamo otte- 
nuto di sopra, e a nulla monta cbe più non coni- 
qmrisca in questa equazione di t® grado I' altro va- 
lore di x sopra ottenuto , subilocbè questo valore 
è 0 . Sarebbe iu vero senza applicazione veruna , 


e perciò inconcludente il rilievo , die anche lo ze- 
ro soddisfa, perché 0/ -H~X® =0 ; perchè cioè lo 
zero posto zero rotte piò c volte è zero . 

(ò, Uap|n>rto alla equazione a due termini e a 
notarsi cbe la sua formula di risoluzione x zxz 
— — -a non esprime già cbe la x sìa immaginaria , 

come creder [voi ria ibi non rammentasse cbe nella 
formola generale di risoluzione i segni hanno valu- 
te algebrico. Avvertiamo [lercio bene die il ^ — a 
non ci appalesa in Conto a'cuno se la quantità sia 
positiva o negatila : questo simbolo ci appalesa Sol- 
tanto die la quantità a i alleila da un segno con- 
trario a quello dal quale è alletto il -Hi. Perciò 
in lutti que’ casi particolari nei quali il -t-tc del a 
forinola generale ridotta a zero esprime una quan- 
tità positiva, il — a è quantità negativa, e quindi 
— a è immaginaria . In tutti que' casi poi nei 
quali il -Hi della formola generale è quantità ne- 
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E 1° osservando (G) rileviamo che la 
quantità salto il segno sadicale è sempre il 
quadrato del semi coefficiente del 2° termine 
diminuito algebricamente della quantità nota 
a; ovvero osservando (L), è il quadrato 
della semi-somma algebrica delle radici al- 
gebricamente diminuito del loro prodotto. 11° 
Osservando (N) ci avvediamo che altcsa la 
accadula riduzione , la quantità sotto il se- 
gno radicale è sempre il quadrato della se- 
mi-differenza algebrica delle due radici, co- 



_ f m — u\* 
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sicché se le radici dell' equazione sono ra- 
zionali, è sempre da questo quadrato estrai- 
bile in numeri la esatta radice, poiché des- 
so è sempre la scmi-diOTorenza algebrica, 
cioè o la semi-differenza reale o la semi- 
somma dei due valori della x. 111 0 . Con- 
froulando poi la quantità radicale espressa 
in (L) con altra espressa in (N), ci avve- 
diamo (svolgendo il senso algebrico dei 
segui col dare ad essi il significato reale) 
che risultano le due seguenti equazioni. 



gali'», il — a è positi* a, e 1 — a è perciò una 
reale quantità . 

Ella è pure ut il ruga il notare che l'equazione 
a due termini avrebbe potuto sciogliersi senza ap- 
plicarvi In forinola generale di risoluzione, ma di- 
rettamente deduceudola dalla forinola generale, che 
per mancanza del termine ex si riduce alla , 

H-fl ^0. 

Da questa infoltì si passa alla 

x* == — a 

Donde si trac 

zt: x = ± \/~ — (l 

e finalmente, tralasciando il segno infeiiore poùhè 
non cerca.-i mai il — x (§ 123), risulta 

(A) -Hr = -t-l /—a 

E da ciò chiaro apparisce che al modo stesso che 
non potè dedursi il duplice valore della r dalla so- 
luzione delia equazione di 2 0 grado completa , cosi 
nemmeno lo si può dedurre dalla equazione di 2'* 
grado a due termini , giacché (A) non presenta che 
un solo valore . 

Ed infatti quanto è vero p**r esempio die 

(B) \/ 81 = =t9 , 

altrettanto è falso che dalla 

* a = 81 

si tragga, come comunemente si usa e scrivere, c dire 

X = =fc=9; 

giacché e chiaro che vi discende invece 

(D) . . . . ,=fc .r = ± 9 , 

qualora si rifletta che a quella modificazione cui 
assoggettiamo I' uno , convien pure rhe assoggettia- 
mo anche l’altro membro di una equazione. E 
poiché la (D) equivale a queste due equazioni 

-Hr = -4-9 
— x = —9 


e la seconda convertosi nella prima (§113) hen 
si vede che la risoluzione non concede alla x die 
un solo valore. 

Il simbolo dunque 

X ss =fc9 

non è il risultato della risoluzione dell' equazione 

a 2 = 9 a 

esso è il corollario del teorema IO (§ 60) che la 
.somma moltiplicala per la differenza di due quan- 
tità dà per rimi liuto la differenza dei loro qua- 
drali. Ed in vero essendo 

A» = 81 = 9* ; 

e quindi essendo 

a* — 9 2 = 0 , 

e perciò 

(x — 9) (a’H-9) =3=0, 

ne segue che la equazione è soddisfalla tanto se sia 
zero il primo che il secondo fattore , tanto cioè col 
sup|Kirre jt = 9, ovvero x -=. — 9 . Ecco la dimo- 
sti azione che giustifica il doppie segno accordalo al 
valore della x . 

Ulil cosa è nero il rimarcare die questo risulta- 
lo è Solo in apparenza diverso dall' antecedente 
poiché delle equazioni a due termini la duplicità 
delle rodici è illusoria, cioè -4-9 = — 9. Ciò senióre»- 
rà un paradosso : eppure il dimostrarlo e facilissima, 
rosa , tanto se si riguardi la soluzione delle equi» 
zioni che la soluzione dei problemi • 

Per rapporto all» soluzione delle equazioni , non- 
v’ è dubbio che — 9 è cosa opposta a! -4-9, non; 
già perchè sieno quantità di contraria natura , co- 
me comunemente si dice , ma perchè il tagliere è- 
operazione opposta al porre . Trattandosi però di 
equazione di 21 grado a due termini , il — 9 e il 
-f-9 non sono diversi , che per mera apparenza , 
giacche essendo il — 9 legato alla unica condizione 
di doversi moltiplicare per se stesso , e non polen- 
dosi perciò staccare I' idea del — 9 di tutto il con- 
cetto — 9 X — 9 , sa ognuno che esprime la me- 
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E III" Iraduccmlo queste equazioni in 
parole , abbiamo per esse espresso il se- 
guente teorema- Abbiamo cioè in 'A) che il 
quadralo della semi-somma delle due radici 
( e in genere di due numeri ) diminuito del 
loro prodotto è uguale al quadrato della 


loro sèmi-differenza ; e (B) ci palesa clic il 
quadrato della semi-differenza delle due ra- 
dici ( e in genere di due numeri) accresciute 
del Ioni prodotto è uguale al quadralo della 
loro semi somma (a] . 

Sì poi dalla (A) clic dalla (B) otteniamo 


(C) 


mn = 


-Cr) 


‘ - (”-?)' 


ilesini. i cosa e produce il medi staio risultalo lauto 
il — 9X— 9 che il 

Se jH)i rifluì I iatno alla soluzione ilei problema, 
giungiamo alle medesime conseguenze . Prendendo 
per radice dell* equazione il -f-9, esso risolve quel 
ipicsilo che tradotto in linguaggio algebrico è -+-jt 
X~K e .■= 8f , risolve cioè quel quesito in cui si 
cerca' quel numero che posto le Inule colle quotile 
sono le sue unità dà 8t . Prendendo per radice il 
— 9, abbiamo una soluzione negativa , la quale, 
mentre ci avverte che il quesito è assurdo , ci ad- 
dita in pari tempo 1 23) il modo di renderlo 
possibile , dando al suo enuncialo una modificazio- 
ne che corrisponda a quella (he si è data alla equa- 
zione, cambiando in — .9 il -t-9, cosici Uè piti non 
avendo -f-9X**“9r= 81, ma invece — 9X — 9 
= 81, diciamo ibe il — 9 risolve quel quesito in 
cui cercasi quel numero , la cui sottrazione lutile 
volle sottraila quante sono le sue unità dà 3 \ . 
Coll’ usare peti) queste espressioni .che sono vere 
ugualmente , noi esponiamo sotto altre parole lo 
stesso problema antecedente, e soltanto adduciamo 
di più il motivo che ha indulto a porre nove volle 
il 9. Così se la soluzione del problema -f-rX+- r 
81 ci porla a conoscere per es. (he lire 8t c 
la somma che un bracciante ha depositata nella 
cassa di risparmio, ponendovi per nove settimane 
di seguilo , ogni settimana nove lire , in pari modo 
la soluzione del pruhlrma — j?X — z = 81 ci fa 
conoscere che lire 81 c la somma, la quale il brac- 
ciante ha depositalo nella Cassa (nove lire in ogni 
settimana .ponendovi per nove volle ) ma di più ci 
palesa i inolivi che a ciò 1* hanno indotto. Infatti 


ci fa conoscere che avendo egli tolto antecedente- 
mente nove lire ogni settimana per nove settimane 
consecutive dai suo deposito , ora ha voluto toglie- 
re questa Sottrazione del 9 lire clic nove volle uvea 
fallu col fare ritorno ila ciù che gli era riinasto alla 
sutntna che aveva , prima che nulla vi avesse sot- 
tratto , col far ritorno cioè dd residuo ai minuen- 
do , riponendo di nuovo nella russa tutto ciù che 
aven tolto . Bene cosi spiegato il valore delle paro- 
le , il — 9 che si toglie allro non è dunque clic 
il -(-9 che si pone ; e quindi sotto una duplice 
apparenza di -f-9 e di — 9 unico è in sostanza il 
Valore di r. 

A differenza dunque delle equazioni complete , 
in cui il duplice seguo produce due radici diverse , 
e quando una di esse è negativa , questa importa 
una modificazione sostanziai'' nelle condizioni dei 
problema , le equazioni di 2o grado a due termi- 
ni , se in grazia del duplice segno hanno tutte in 
apparenza due radici , e sempre di segno direno , 
non cosi hanno due radici realmente ; poiché la 
negativa in grazia dell' unica condizione cui è in- 
dissolubilmente associala di essere per sè stessa mol- 
tiplicata, non cambia affatto nò le condizioni del- 
P equazione nè quelle del problema . K’ dunque c- 
v ululile elle nelle equazioni di 2 1J grado a due tar- 
mili ì , la duplicità delle radici è illusoria; e -t- a 
= — a , che è il paradosso che abbiain preso a 
dimostrare. 

(il) liceo la v rifica di questo teorema in un par- 
ticolare esempio, in cui 8 è o la somma o la diffe- 
renza di due numeri interi, la somma nei primi 
5 casi, la differenza nei tre ultimi « 


■ 

Caso 

1 

0 

4+4 

— - 

8 

e 

(•/••• 

— ix* 

= C/aì* = 

0» 



Caso 

2 

0 

5+3 

= 

8 

c 

(•/•)• 

— 5X3 

= (*“•/.)* -- = 

1" 



Caso 

3 

0 

6+2 

= 

8 

e 

(Va) 1 

— CX2 

= (*-*/.)* = 

2 1 



Caso 

4 

0 

7+1 

= 

8 

c 

i'8 ' \2 

v , 21 

- 7X1 

= [’-*/,)* = 

3* 


E 

Caso 

5 

0 

8+0 

= 

8 

C 

(*/»>* 

- 8X0 

= (•“•/*>■ = 

4» 

a 

E 

Caso 

1 

0 

9—1 

«3 

8 

e 

(Va)* 

+ 9X1 

= (* +, /aì* — 

5 a 

a 


Caso 

2 

0 

10—2 

= 

8 

e 

(Va)* 

+10X2 

= (»«/a)* = 

6 a 



Caso 

3 

0 

11—3 

= 

8 

e 

(Va)* 

+ 11X3 

= ( 4,+3 /-.)* = 

7 a 


■ 

ec. all' 

infinito . 
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otteniamo cioè IV 0 per corollario dell’ c- 
tposlo teorema che il prodotto dell i due ra- 
dici ( e in genere di due numeri ) è sempre 
uguale al quadralo della loro semi-somma 
diminuito dal quadrato della loro semi-diffe- 
renza ; ond' è che se un dato numero si 
spezzi in due parti m ed n , il prodotto 
mn di queste sarà tanto più piccolo, quanto 
maggiore è la loro differenza, e diverrà il 
massimo, quando questa differenza sia nul- 
la, quando cioè si sarà il numero diviso 
in due parti uguali , quando cioè sia ni 
= «. 

Dalla (C) puro risulta V* che determi- 
nala che sia la somma m-4-n , il prodotto 
mn può indefinitamente impiccolirsi coll' ac- 
crescere iiideliuilamenle la differenza fra 
ni ed n il che può ottenersi spezzando il 
tutto in due parti m ed u tali, che n di- 
venga una frazione sempre più tenue : non 
può però non indefinitamente crescere , avendo 

. . . f m+a'N’ , 

un lumie in 1 — - — 1 . Così per esempio 

essendo »t+» = 10 , spezzando il 10 in 
9+1 , abbiamo ma =; 9 : spezzando il 10 
in 9,999+0,001 abbiamo ma = 0,009999; 
e col rendere n sempre più tenue , po- 
tremmo indefinitamente sempre più impic- 
colire mn: non possiamo però rendere ma 
maggiore di *2ì> , poiché mn ha per li- 


mile massimo 



VI 0 Finalmente osservando la (O) rimar- 
chiamo che estratta la radice dalla quan- 
tità sotto il segno , essa è la semi-diffe- 
renza algebrica delle due radici dell' cqua- 
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zione, che se si aggiunge alla semi-somma 
che la* precede , è chiaro, che [dar deb- 
be la radice maggiore ; c se dalla semi- 
somma si toglie , dar debbe la radice mi- 
nore; giacché sappiamo (§.2 c 1 94] che di due 
numeri il maggiore è sempre uguale alla 
semi-somma loro, più la loro semi-differen- 
za; cd il minora è uguale alla loro semi- 
somma, meno la semi -differenza . 

Quindi se amiamo conoscere in che con- 
sista l’ artificio per sciogliere un’equazione 
di 2° grado qualunque, eccolo. 

1°. L'equazione si riduce alla semplice 
furinola generale , affine di avere in — c 
la somma, cd in +a il prodotto dei due 
valori della incognita . 

II 0 Nola la loro somma e prodotto, giun- 
giamo a conoscere la loro semi -differenza, 
che pel teorema ora esposto si ha, togliendo 
il loro prodotto dal quadrato della loro se- 
mi-somma, ed estraendo la radice dal residuo. 

111“ Nota la loro semi-differenza, l'ag- 
giungiamo alla semi-somma, cd otteniamo 
il numero maggiore : la togliamo dalla se- 
mi-somma , ed otteniamo il minore . 

332. Ponendo poi meule al segno reale 
da cui nei diversi casi particolari possono 
essere affette , cd ai rapporti per diffe- 
renza che possono avere Ira di loro le 
quantità che sono sotto il vinròlo radicale 
nella forinola x = — e /,'±|/ (c% — °) » 
veniamo in cognizione se la x abbia valori 
immaginari o reali. Infatti in tutti i casi 
nei quali il -+fl della forinola generale è 
una quantità negativa, e quindi è positivo 
il — a, nc seguo clic ( essendo sempre po- 
sitivo il c a / 4 perchè è un quadralo ) posi- 
tiva e perciò reale è allora la somma del- 


Dalla uttcrvazKine jhjÌ che S* 8 e la Somma di 
vjuMlro dilette |iai.i di numeri interi e nulla piò 
risulta ebe Sole qoallru diverse equazioni di 2& gra-. 
do si | ss ssono formare che abbiano radici ambe col 
medesimo segno -a- e razionali, e intere, poslo — *8 
per coefficiente detta x , cioè 

x* — 8oC -blXl = 0 

x a — 8x -*-3X3 — 0 

,2 -*-6X2 = 0 

x 2 — 8x -4-7X1 = 6 

E dall’ osservazione poi che indefinito è il numero 
dei casi nei (piali può esser 8 la differenza di due 
numeri , ne segue che indefinito è pure il minierò 
delle equazioni di 2" £rmlo aventi radici razionali ,* 
« con seguo di terso thè possono lui indisi , posi a 


sempre la stessa — 3 per coefficiente dello x, ne 
segue cioè che 

** — 8x — 9X1 «= 6 

x 2 — 8-r —10X2 = 0 

x» — 8 j? —11X3 = 0 

ec. all ‘ infinito . 

Possono pure formarsi equazioni di 2^ grado in- 
cili non più — 8 come sopra , ma -f-3 sia il 
coefficiente di x, in cui cioè i primi due termini 
sieno j'S+8x ; ed allora — 3 esser debbe la som- 
ma algebrica delle radici . K con ragionamento a- 
nalogo all’ ora esjiosto facilmente rileviamo , che di 
equazioni diverse, aventi però tutte x'--j»8x pel 
primo e secondo termine se ne possono formare so- 
le quattro con radici razionali eil intere affette 
ambedue dal — ; e se ne può formare un numero 
indefinito aventi la radice maggiora allctta dal se- 
gno — e la minore dal -f- . 
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le quantità sotto il segno ; e quindi reali 
ambi i valori della r . In que’ casr poi , 
nei quali -Hi è positiva , e quindi nega- 
tivo è il termine — », si può dare che si 
abbia o I. » <c a / 4 , o II.' a = c a / 4 , o 
HI. a>e*/ 4 ; ed è chiaro che la quantità 
sotto il vincolo radicale è positiva nel 1° 
caso , e perciò reali sono i valori della x: 
nulla è nel 2* caso , e perciò unico è al- 
lora il valore della x , poiché la formula 
di risoluzione diviene x = — c lx ± \ / ' 0 
= — e /« •' nc I CilS0 la quantità sotto il 
segno radicale è negativa, e perciò imma- 
ginari i valori della x . 

i 

III Osservazioni su i rapjmrti dì differenza 
fra la quantità che precede , e quella che segue 
il (1 oppio segno. 

333. Nella equazione finale .r = — c j t 
±1./ (c a / 4 — ») può avvenire che il c /» sia 
o minore, o uguale, o maggiore della quan- 
tità radicale che lo segue , e in ciascuno 
di questi casi è d'uopo osservare da quali 
segni sieno afTelle le radici delle equazioni. 

1° Sia e/ a <[/' (e a / 4 — a) . In lai caso il 
*/a , o venga aggiunto , o venga tolto al- 
la quantità radicale , avverrà sempre che 
la somma o il residuo espresso dal secon- 
do membro dell' equazione finale serbi il 
segno della quantità radicale che è maggiore, 
di e /i ; e perciò la x avrà il segno -+- al- 
lorché si accorda al radicale il segno su- 
pcriore, e viceversa. Le radici hanno dun- 
que segno diverso quando c /,<^/(c*/ 4 — a) 
ovvero (alzando ambi i membri a quadrato) 
quando c a / 4 < c a / 4 — », ossia quando — a è 
una quantità positiva, ossia in tutti quei 
casi nei quali il -+-a della formula gene- 
rale a zero ridotta è una quantità negati- 
va. Ed in vero quando a che esprime il 
prodotto delle due radici è negativo, uopo 
è' che i suoi fattori abbiano segno diverso 
perchè non risulta un prodotto affetto dal — 
che dal — X-4- o dal -+-X — • 

11°. Sia 7* = jX (c 3 /* — ») • In questo 
caso la x ha un solo valore uguale al — e ; 


poiché l’esposta uguaglianza esige che sia 
vero ancora ciò che risulta dall’ alzare i 
suoi membri a quadrate, che sia cioè c a / 4 
= c a / 4 — », il che imporla che sia a — 0, 
nel qual caso (5-327) si ha x = — c. 

111". Sia 7»>l/(® 5 /* — a). In questo caso 
o si aggiunga o si tolga al 7a la quantità 
radicale , la somma o il residuo espresso 
dal 2" membro della equazione finale avrà 
sempre il segno di c [ t che è maggiore del- 
la quantità radicale . E poiché nella for- 
rnola di risoluzione il 7i è affetto dal se- 
gno — , segno opposto a quello che nella 
formola generale ha il coefficiente del 2" 
termine che è — f-c , così la a; avrà sempre 
il medesimo segno opposto a quello che 
ha il roefficicnto del 2" termine, o sia che 
al radicale si conceda il supcriore ovvero 
il segno inferiore . Le radici dell' equazione 
hanno dunque sempre il medesimo sogno ed 
opposto a quello del coefficiente del 2° termi- 
ne, quando c l 3 >\/ (c a / 4 — «), ovvero quando 
(alzando ambi i membri a quadralo ) si ha 
e a / 4 >e a / 4 — », ossia quando — a è real- 
mente una quantità negativa, o ciò clic è 
lo stesso in tulli que' casi nei quali il-*-» 
quale esiste nella formola generale ridotta 
a zero, è una quantità positiva. E che deb- 
bano le radici avere lo slcsso segno , ed 
opposto a quello del coefficiente del 2" ter- 
mine quando a è affetto dal -t- , chiaro ri- 
sulta ancora, se riflettiamo che avendo il 
prodotta » il segno -1-, segni uguali deg- 
gìono avere i suoi fattori (§.26) ; e poiché 
quando hanno segni uguali , dello stesso 
segno debbo essere affetta 1' algebrica loro 
somma , ne segue che , dovendo il segno 
di questa essere opposto a quello di e , 
(5.307) opposto a quello di c esser pur 
debbe il seguo che ha I’ una e l' altra 
radice. 

Compiuta l'analisi della forinola gene- 
rale delle equazioni di 2" grado e della 
sua risoluzione, siamo in grado di cono- 
scere quali proprietà queste equazioni ci 
offrono nelle diverse particolari loro con- 
dizioni . 


PROPRIETÀ’ DELLE EQUAZIONI DI 2° GRADO CONSIDERATE SOTTO TUTTE LE POSSIBILI COMBINAZIUNI 
CHE RIGUARDO Al SEGNI HANNO 1 LORO TERMINI. 


* 33 i. Sotto la formola generale .r a -Hx 
-t-a — 0 , in cui hanno i segni un va- 
lore algebrico sono comprese le quattro se- 
guenti equazioni per le quali vengono e- 
sprcsse tutte le possibili diverse combina- 


zioni che riguardo ai segni presi nel loro 
reale valore ci offrono i termini ex , ed ». 

(B)x a — cx+a = 0 (D'a^-f-w-H» =0 

(E)x a -H-r — » = 0 (F)x 2 — ex — a = 0 


uigiiizcd Dy 


Di quesle quattro prima esamineremo lo 
due (B) e (D), in cui a è positiva, poscia 
le altre due (E) ed (F) , in cui a è nega- 
tiva ; e vedremo come in ciascuno di que- 
sti casi le nostre riQessioni portale sulla 
forinola generale ci rechino a quelle con- 
seguenze medesime cui ci reca la formula 
di risoluzione . 

Projiiii-là «Mie «quattoni «li 2.» grado umililo 
il Iena lei mine a è positivo. 

* 33l>. Delle due equazioni che hanno 
positivo il terzo termine , la (B) ci otTrc 
Ire proprietà interessanti . 

I". Le due radici sono sempre positive. 
Infatti questa equazione trasformata cho 
siasi in £*+« = ex , ci esprime che si 
cerca un numero il quale alzato a qua- 
dralo od accresciuto di a sia uguale al nu- 
mmo stesso preso c volle. Ed è facile il ri- 
levare, clic oltre a un numero m cho sod- 
disfa a queste condizioni , ve ne può es- 
sere anche un altro » maggiore o minore 
di m, che vi soddisfi pur esso; poiché se 
in questo secondo caso il primo membro 
a*+a sarà certamente o più piccolo o più 
grande di quello che era m*+a , potrà ben 
essere uguale al secondo membro ex, giac- 
ché ex pure non rimane il medesimo di 
prima, crescendo o decrescendo aneli’ esso 
con 1’ aumento o con la diminuzione dia:. 
Cosi come 3 alzato a quadrati! e accre- 
sciuto di 1 il è uguale allo stesso 3 posto 
otto volte , cosi pure 5 alzato a quadralo e 
accresciuto di 13 è uguale allo stesso 3 posto 
otto volle ; c 1' Algebra conferma il nostro 
ragionamento, addimostrandoci (§ 333.111.) 
clic l’equazione ha due radici positive, o che 
la radice n. è ciò che aggiungere conviene 
all’ altra»» per essere uguale al — c della 
forinola generalo (§.307). 11 5 è di fallo ciò 
che al 3 manca per formare 8 ; ed ambo le 
radici 3 e 5 troviamo , risolvendo la equa- 
zione f-1 a = 8 j. Questo è l'unico caso 
in cui le due radici sono positive , e in 
cui perciò i problemi di 2° grado hanno 
realmente due soluzioni . 

11°. Le radici sono entrambe sempre mi- 
nori di c coef fidente del 2° termine della for- 
molo . Infatti essendo £*+a = ex, è chiaro 
che x 1 ha bisogno di -Hi per essere u- 
gualo al termine ex ; e perciò x 2 <Ccx , c 
quindi x<C.c. Così le due radici 3 e 5 so- 
no minori di 8 nel proposto esempio. 

HI». Il terzo termino a può essere in- 
dcQnilamente più piccolo , ma non già in- 
dcGnitamente più grande di c . Quando si 
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è dato alla c un valore determinalo, a può 
essere più piccola di e quanto si voglia : 
poiché per quanto e sia grande , noi pos- 
siamo ( cui rendere il fattore x ben piccolo e 
frazionario se occorra ) formare nella x 3 -ha 
= ex il prodotto ex piccolo in guisa che e- 
guagli il 1» membro. Non può essere all’ 
opposto a quanto si voglia più glande di c. 
Infatti a non può ingrandire senza render 
più grande il primo membro. Non può di- 
venire più grande il primo membro senza 
che ingrandisca ancora il secondo . Non 
può ingrandire il secondo senza che in- 
grandisca x, giacché e essendo determina- 
ta, non sofTre alterazione . Non può dun- 
que ingrandire indefinitamente a senza che 
indefinitamente ingrandisca anche x. Mar 
non può indefinitamente ingrandire, perchè 
dcbhe serbarsi minore di c (§ 333.11). Per- 
chè dunque a potesse indefinitamente in- 
grandire , uopo 8arebbo, clic oltre un dato 
limilo la x ingrandisse, e non ingrandisse 
nel medesimo tempo : ingrandisse affinchè 
potesse il 2» membro uguagliare il primo, 
non ingrandisse affinchè ex si serbasse mi- 
nore , come debbe essere , di x 1 . 

E questo impossibile non è modificabile 
per qualunque cambiamento ebe diasi alla 
x sì nel segno che nel quantitativo . Nou 
giova il cambiamento del suo segno, giac- 
ché allora in vece di x * — cr+a — 0 , 
avremmo tr*+M+tt = 0 che ci manife- 
sta 1' assurda pretensione che la somma di 
tre quantità tutte positive sia zero . Non 
giova il cambiamento nel quantitativo del- 
la x, poiché qualunque valore positivo le 
si dia, non può ad un tempo esser più 
grande e più piccolo , come si richiede- 
rebbe che fosse. E questa impossibilità ira- 
moditkabilc di potere dare ad a un valore 
grande a capriccio 1’ Algebra nell' espo- 
sta analisi ce 1’ ha dimostrala col precisar- 
ci che le radici sono reali finché il ter- 
zo termine a non eccede e*/*, finché cioè 
non eccede il quadrato del seini-coeflìeienle 
del 2° termine ; e sono immaginarie quan- 
do Io eccede (§.332) . Così se invece di 
£*+15 = 8x, si avesse £*+17 = 8 j, 
l’ impossibilità dell’ equazione sarebbe an- 
nunziala dalle due radici immaginarie 

x = 4+1^ — 1 ; e x = 4 — — 1 

L’ altra delle due sole equazioni in cui 
a è positiva, è al (§.334) (D)....£*+cx+a 
= 0 , la cui impossibilità è manifesta, per- 
chè esige che la somma di (re termini po- 
sitivi sia zero , e l' analisi algebrica ce lo 
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ha dimostrato col farci conoscere (§.3.13,111) 
essere in questo caso le radici affette en- 
trambe dal segno opposto a quello del coef- 
ficiente del 2° termine, e perciò affette dal 
segno — . Mentre però le radici negative 
ci dichiarano assurdo il problema , ci ad- 
ditano in pari tempo la soluzione di un 
altro, il cui concetto possiamo facilmente 
proporre , traduccndo in parole l' equazio- 
ne del problema impossibile dopo di avere 
in essa cambiato il segno ai termini che 
contengono la semplice x. E poiché que- 
sto cambiamento altra mutazione non pro- 
duce nella equazione ridotta alla forma ge- 
nerale che la trasformazione di -4-cx , in 
— ex, ciò mostra che l'assurda equazione 
(D) al (§.334) non diviene risolvibile se non 
quando è trasformata nell'antecedente (B; . 

Conchiudiamo perciò che quando nella 
[ormala generale il terzo termine a è positi- 
vo ; 1° è impossibile , che lo sia anche il 
secondo ; ed essendolo , la impossibilità è 
manifestala dalle radici che sono negative en- 
trambe. 2° Essendo poi il 2* termine nega- 
tivo , le due radici sono sempre positive; il 0 
sempre minori del coefficiente del secondo ter- 
mine ; 4° immaginane in tulli que’ casi nei 
quali a>c®/v 

Proprietà delle equazioni di 2® grado quando 
il terzo termine è negativo. 

* 336. Appartengono a qucslo caso le 
due equazioni (E) ed (F) poste al (§.334) 
e queste trasformale in 

(G)...xM-ex = a , (II)...* 2 — ex =» a 

ci addimostrano le tre seguenti rimarche- 
voli proprietà . 

I.® Le due radici hanno segno diverso. Ed in 
vero, trovato un numero m che sostituito adx 
soddisfi all' equazione, verun altro maggiore 
o minore può soddisfarvi; giacché è evi- 
dente che sostituito darebbe uua somma nel 
1® membro di (G) , e un residuo nel 1® 
membro di (II) maggiore o minoro di a ( che 
è il 2® membro ) mentre per soddisfare all’ 
equazione, dovrebbe essergli uguale. Quindi 
una sola radice po-iiiva può soddisfare al 
problema . Ma lo slesso numero a ognun 
vede esser possibile ad ottenersi , se invece 
di « si dia ad x. un valore maggiore , e 
quindi questo o si tolga c volle dal suo 
quadralo in vece di aggiungerlo come è in 
(G), ovvero c volle venga aggiunto invece 
che gli sia tulio, come è in (11) , giacché 
per es. lo stesso 43 si ottiene tanto se al 
quadrato di 3 si aggiunga il 5 quattro volte, 


quanto se dal quadrato di 9 il 9 si tolga 
quattro volle . E queste osservazioni sono 
confermale dall’analisi algebrica, la quale 
ci addimostra (§.333. 1.) che quando a è ne- 
gativa, le radici hanno segno diverso, con 
che viene a significarci che dalla sola ra- 
dice positiva è soddisfatto il problema: ma 
che havvi in pari tempo una soluzione ne- 
gativa che ci moslra potersene anche uu 
altro sciogliere dipendente da) primo. Così 
proponendoci di trovar quel numero che ag- 
giunto quattro volle al suo quadralo dia 43, 
le due radici -4-3 e — 9 , che otteniamo , 
ci mostrano che unicamente dal 5 è sod- 
disfatto il problema ; e il — 9 ci fa cono- 
noscere ebe se venisse proposto quest' al- 
tro problema , la ricerca cioè di' un nume- 
ro che tolto 4 volte dal suo quadrato dia 43, 
questo chiesto numero sarebbe il 9. 

li. 0 Delle due radici la positiva ( ossia 
quella che soddisfa al problema) èia mino- 
re, quando si ha -\-cx per 2® termine , come è 
iii(G): è poi la maggiore quando si ha — ex 
come è in (li) . È chiaro infatti che la som- 
ma algebrica delle radici ha il segno del- 
la maggiore : ma questa somma ba un se- 
guo opposto a quello del termine ex: dun- 
que la radice maggiore è affetta dal segno 
opposto a quello di ex ; e perciò è nega- 
tiva in (G) e positiva in -II) ; ossia quan- 
do il c.r è positivo , essendo allora nega- 
tiva la radice maggiore , positiva è la ra- 
dice minore ; ed invece positiva è la mag- 
giore , quando il termine ex è negativo. 

ili.® Sotto qualsiasi valore dato a ca- 
priccio ad a ed a e le equazioni sono sem- 
pre possibili. Ed in vero può sempre darsi 
alla x un valore che soddisfi tanto alla e- 
quazione (G) quanto alla (11) ; poiché se 
rimanendo costante c, si ingrandisca o im- 
piccolisca a, che è il 2° membro, quanto si 
voglia, è chiaro che potremo ugualmente in- 
grandire o impiccolire il 1° membro collo 
ingrandire x o coll’ impiccolirlo a segno 
che sia frazionario ancora se occorra; e cosi 
potrà sempre ottenersi x'--4-cx = a , ov- 
vero x* — ex — a . E dall’ analisi alge- 
brica ciò è conformato allorché ci addimo- 
stra che quando a è negativa , le radici 
sono sempre reali (§.332). 

Concbiudiamo perciò ebe quando nelle 
[ormale generali il terzo termine a è nega- 
tivo , 1® le due radici hanno segno contrario : 
2®; di queste positiva è sempre la minore , 
quando ex i positivo , e positiva è la mag- 
giore , quando ex è negativo: e 3® che non 
si hanno mai radici immaginarie . 
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Della triplice impossibilita’ dei problemi di 2° grado . 


* 337. La soluzione dei problemi non 
va confusa con quella delle equazioni. Gd 
invero le equazioni di 2' grado complete 
ad eccezione del caso di 4-a = e*/* , in 
cui la soluzione è unica , ci offrono sem- 
pre due radici , e quindi due soluzioni ; 
poiché le due radici o sicno 1° entrambe 
razionali positive, o li* ambe razionali, Cuna 
positiva, 1’ altra negativa , o IIP entrambe 
razionali negative , o IV* 1' una razionale 
e l’altra irrazionale reale, o V* 1’ una ra- 
zionale e l’altra immaginaria, o VI* am- 
be irrazionali reali , o VII* ambe irrazio- 
nali, ma I’ una reale e 1’ altra immagina- 
ria , o Vili* immaginarie entrambe , da 
queste radici l’equazione è sempre soddi- 
sfatta. 1 problemi di 2" grado al contrario 
non hanno mai due soluzioni esatte che 
nell' unico 1° caso di ambe le radici raziona- 


li positive, per lo che si esige che il termine 
u sia positivo , e sia prodotto di due nu- 
meri, la cui somma reale sia — c. 11 pro- 
blema infatti non è sciolto dalle radici im- 
maginarie : nemmeno lo è a rigore dalle 
radici irrazionali reali ; c nemmeno dalle 
radici razionali negative . Però 

L’ impossibilità annunciala dalle radici 
immaginarie è affatto immodificabile (§.333). 

L’ impossibilità annunziata dalle radici 
irrazionali reali è immodificabile aneli’ essa, 
ma ammette a differenza delle immaginarie 
una soluzione approssimativa (§.236) . 

L’ impossibilità annunziala dalle radici 
negative è modificabile allorquando le con- 
dizioni del problema possono con un cam- 
biamento adattarsi al cambiamento del se- 
gno in tutti i termini che contengono la 
x semplice (§.333). 


ESERCIZIO 


Equazioni di 8* grado 
aventi politilo il terzo termine noto 

Ambedue le radici affitte dal segno -+• | Ambedue le badici affette dal segno — 

Radici razionali intere e fratte 

x 2 — lux -t-36 =0 dà x = 7 e= 8 x a 4-lax -}-36 =0 dàx— — 7 c= — 8 
x 1 — s /( 0 ' r ~+~ , /io — 0 dà x = »/„ e= */i» * a 4-»/i«x4- , /i» r =0 dàx= , / 1# e= a / J0 

Radici irrazionali reali intere e traile 

x 3 — 10x4-7 = 0 dà x = S±)/18 ! x*-f-10x-f-7 =0 dà x = — 3=t)/*/,o 

x a — 2x4-*/ 4 = 0 dà x = 1 ±(/*/, | x 5 -+- 2x-(-'/z =0 dà x = — 1 ±j/ 4 /. 

Radici irrazionali immaginarie intere e fratte 

x a — 8x4-17 =0 dà x — 4 ±1/ — 1 x a 4 - 8x4-17=0 dàx = — 4 — 1 

x a — 15x4-60 = 0 dà x = ,5 / t x a 4-15x +60=0 dà x =— ,5 A 

liquazioni di 2 ° grado 
aventi negativo il terzo termine noto 

La radice minore e' affetta dal 4- | La radice maggiore e’ affetta dal-)- 

Radici razionali intere e fratte 

x a 4- 8x— 63 =0 dàx = 5 e — — 13 j x a — 8 x — 65 =0 dà x = 13 e= — 5 
* a + a 7».*-V.» =0 dà X =•/„ e =-l I x a — ! "/ m*— 7ji=0 dà X = 1 c=— */ 35 

Radici irrazionali reati intere e fratte 

x a -f- 8x — 15 = 0 dà x =■ — 4±)/3 1 I x» — 8x — 15 = 0 dà x = 4±j/31 

x a 4-10x — 2 = 0 dà x =— 5=fc/27 j x a — lOx— 2 = 0 dà x = 5±(/27 
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338. Ed utile esercizio sarò per ciascu- 
no di questi esempi verificare le molle pro- 
prietà che nelle equazioni di 2" grado ab- 
biamo scoperle . Cosi dopo avere ottenute 
le radici 3 e 2 , nella risoluzione della e- 
quazionc a: 2 — o*-t-6 = 0, supponendone 
nota una sola, e per es. il 3 , notiamo 1° 
che l' altra radice debbo essere la data 3 
più il ( — S) coefficiente del 2* termine 
presi col segno contrario (§ 310), c per- 
ciò esser debbe — 3-1-5 : ed infatti — 3 
-f-3 = 2. 11° Che dividendo x 3 — 5a-q-6 
per x — 3, debbo risultare per quoto un 


fattor binomio, i cui termini sono ,r e l’al- 
tra radice presa col segno contrario f§.3 12); 
ed infatti otteniamo ;r — 2: 111°, che mol- 
tiplicando a-— 3 per x — 2 , risulta real- 
mente la data equazione (§.311): IV 0 che 
addizionando le due radici 3 e 2 , ne ri- 
sulta per somma il coefficiente 5 del 2 1 
termine: V» clic moltiplicando 1' una per 
l’ altra , risulta per prodotto il termi- 
ne nolo 6 (§.311). VI. Che il quadrato 
della loro semi-so'mma */, ossia ìs j H dimi- 
nuito del loro prodotto 6 è uguale ad */* 
quadrato della loro semi-differenza che è ’/ a . 


SEZIONE Vili. ' 


Teoria delle ragioni , proporzioni e progressioni algebriche per differenza e per quoto („). 


339. Le nozioni delle ragioni, proporzio- 
ni e progressioni si per differenza che per 
quoto date io Aritmetica , i ragionamenti 
ivi esposti per dimostrarne le principati 
proprietà , e i modi pur anche di espri- 
merle ( sol che si avverta che alle cifre 
vanno ora sostituite le lettere ) non soffro- 
no il menomo cambiamento in questo trat- 
talo delle ragioni , proporzioni, c progres- 
sioni algebriche , giacché queste non sono 
che quelle considerate sotto un aspetto il 
più generale. Richiamato perciò al pensiero 
quanto in Aritmetica si è osservato in pro- 


posito, occasione ci si darà ora di rilevare 
quanto il laconismo algebrico col porre sot- 
to uu colpo d’ occhio per mezzo di forme 
analitiche gli intrinseci rapporti che pass/t- 
no fra i termini delle ragioni, proporzioni 
e progressioni , più brevemente e agevol- 
mente addimostri, e quelle proprietà stesse 
che furono jn Aritmetica esaminale, e molte 
altre che da quelle formule agevolmente de- 
rivano , e come appieno 1’ intelletto con- 
vinca che quelle proprietà addimostrale si 
verificano in lutti i casi particolari pos- 
sibili . 


Ragioni , proporzioni e progressioni per differenza e loro proprietà’. 


Ragioni e proporzioni per differenza . 

310. Se nella espressione di una ragio- 
ne per differenza a. g vogliamo che sia in- 
dicata la derivazione del conscguente dall’ 
antecedente, conviene notare che il conse- 
guente non è che 1’ antecedente a , più o 
meno la differenza d , Quindi a . a-fd è 
la formula analitica e generale di qualun- 
que ragione per differenza a . g , avver- 


(fl) Le ragioni , proporzioni , e progressioni [*-r 
-differenza ctiinniansi anche aritmetiche : e geome- 
triche quelle per quoto. Queste denominazioni so- 
no però [loco esatte , perché mentre non ispiegano 
I’ intrinseca natura delle ragioni ec. , conducono |>oi 
otP errore di credere che la ragione , proporzione e 
progressione aritmetica sia dell’ Aritmetica esclusi- 
vamente propria , quandoché può ben cadere in ac- 
concia sulle quantità estese della G conte! ria ; e la 
cosi della geometrica appartenga esci uso a niente alla 
Geometria , quandoché non e meno aritmetica ili 
-quella che porla un tal nome , servendo olla solu- 


tcndo che il -+■ ha significalo algebrico , 
e che d esprime una differenza tanto adr 
diuva che sottrailiva . 

311. Avendosi ora una proporzione qua- 
lunque per differenza 

(A).. .a .g — c.h 

è chiaro clic il secondo conseguente h non 
è che T antecedente c più la stessa dile- 


zione «li una influii» di problemi , i cui numeri 
non hanno che far nuli» colle geometriche «pianti- 
la . 1 nomi d’ altronde che noi abbiamo adottalo 
non solo corrispondono alle nozioni che dubitiamo 
annettervi , ma le contraddistinguono |h.t una es- 
senziale loro caratteristica : ed c per questa ragio- 
ne che molti moderni trattatisti ben convinti di 
quanto influisca I’ esattezza dei segni su quella «Iel- 
le idee, le hanno poste in uso dietro l’esempio di 
un sommo Matematico quale si lu P Italiano La- 
grangia che per primo ha in questa parte di Alge- 
bra rettificalo il linguaggio. 
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retua d valore della prima ragione, cui la 
seconda è uguale , Quindi la proporzione 
(A) può trasformarsi nella seguente analitica. 

(BJ...0 . n-t-d’ = e . c-t-d 

la quale chiamasi forinola generale delle 
proporzioni per differenza perchè tutte le ab- 
braccia , ed anche analilica perchè facen- 
doci rimarcare la derivazione dei conse- 
guenti dagli antecedenti, viene a darci l'a- 
nalisi della loro costituzione . 

342. Chiaro poi da questa formula ap- 
parisce che la somma dei medi è uguale a 
quella degli estremi ; giacché a-f-c+d som- 
ma di questi risulta dei termini stessi a-t-d 
— t— c somma dei medi. Quindi in ogni pro- 
porzione per differenza p . r = s . t ab- 
biamo p+t = r-4-s , donde p = r-f-s — t; 
e t = r-|-s — p ; ed r = p-w — s, ed s 
= p-M — r; cioè ogni estremo è uguale al- 
la somma dei medii diminuita dell’ altro e- 
stremo : ogni medio è uguale alla somma de- 
gli estremi diminuita dell' altro medio. 

343. Se poi all’ opposto vi sieno quat- 
tro termini tali, ebe la somma degli estre- 
mi uguagli quella dei medii, essi formano 
una proporzione. Ed in vero se esprimia- 
mo con a , a-4-d la ragione dal 1° al 2°, 
e con c .. c-t-d / la ragione del 3° al 4° , 
contraddistinguendo appunto la d valore di 
questa ragione con un accento per deno- 
tare ebe non possiamo esprimerla con lo 
stesso segnale d con cui abbiamo espresso 
il valore della prima, perchè ignoriamo se 
le sia uguale , noi abbiamo per ipotesi la 
somma a-f-c+d' del 1° e 4° termine c- 
guale ad a-f c-+-d , somma del 2° e 3® : 
vediamo perciò che gli stessi due antece- 
denti «+c danno la slessa somma si uniti 
alla d che alla d' , lo che essere non po- 
trebbe se non fosse d = d'. E se d=d', 
ciò ò dire che le due ragioni hanno lo 
stesso valore, ossia formano una proporzione. 

344. So la proporzione è continua; poi- 
ché in essa il 3“ termine debbe essere uguale 
al termine 2°, la sua forinola analilica sarà 
a . a -t -d = a-t-d . a-t-d-t-d, ovvero, { seri- 
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vendo il medio proporzionale una volta 
sola ) sarà 

4 a . a-t-d . a-l-2d 

in cui è evidente che a-t-a-t-2d somma 
degli estremi è uguale a 2[a-t-d) doppio del 
medio proporzionale . Quindi in ogni pro- 
porzione continua -f m . n . r . , si ha m 
-t-r = 2n , donde m — 2 n — r, ed r 
= 2 :j — ni , ed » = 1 m+r) U > cioè ogni e- 
stremo è ujale al doppio del medio propor- 
zionale diminuito dell’ altro estremo ; ed il 
medio proporzionale è ugnale alla semi- som- 
ma degli estremi ; cosicché se è ignoto un 
estremo , desso si trova sottraendo dal dop- 
pio del medio proporzionale l' estremo noto; 
e se è ignoto il medio proporzionale , il suo 
valore si trova , prendendo la semi-somma 
degli estremi . Così « Se nella costruzione 
di una fabbrica vuoisi che il terzo piano 
.stipeti 1' altezza del secondo, la quale è di 
8 metri , di quanto il secondo piano su- 
pera il primo che è alto metri 6 -t-*/* , a- 
vremo la .proporzione continua 4 6-t-‘/a . 
8 . x, donde x = 1G — (b-H/v) =9-t- 8 / 4 . 

u Se vogliamo costruire una torre che 
abbia un’ altezza clic sia media di quella di 
un obelisco alto metri 120 , e di un pa- 
lazzo allo metri 96, avremo 120 . x . 96, 
donde x = <«»*+»«) j t — log » . 

Progressioni (ter differenza. 

345. Le progressioni per differenza sono 
una continuazione delle proporzioni conti- 
nue, perchè sono serie di termini tali che 
di quanto il secondo differisce dal 1° , di 
tanto il 3° differisce dal 2°, il 4° dal 3° oc. 
e perciò la loro formola è una continua- 
zione della formola delle proporzioni con- 
tinue . Chiamata perciò d la differenza co- 
stante valore di tulle le ragioni uguali che 
costituiscono la seguente progressione di un 
numero n di termini 

■^a.f.g.h...-. r.t.u 
è chiaro elio ugni successivo termine non 
è che il rispettivo antecedente più d ; e 
che perciò 


11 1° termine ca — « 

11 2» f = a -Hi = a -f- 1 i 

li 3° g = f -+-d = (a -+- ld)-t-d = a H- 2d 

* 11 4® • h = g -t-d = (a -t— 2d]-t-d a -4- 3d 
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L’ anlepenullimo r = .... = [a 4-(» — 4 )d-à-d = a -H» — 1)<Z 

Il penultimo . . t = r +d = (a +(» —3 )d+d '= « 4-(» — 2)d 

L' ultimo ...» =ss ( -t-i = (a -+•(# —2 }d+d = . a +(» — \)d 

donde 

(C) a . a-f-ld . o+2d . . . o4-(n — 3'd . a+(n — 2)d . a+(n — 1)d 


346. In questa formola analitica delle pro- 
gressioni per differenza di un numero n di 
termini, è poi ben facile il rilevare 1°, che 
i termini vanno successivamente crescen- 
do, formano cioè una •progressione crescente , 
se d , è additivo, c vanno diminuendo , 
formano cioè una progressione decrescente , 
se d è sotlratliva ; 2° che ciascuno di essi 
deriva dal 1° termine a, altro non essendo 
che lo stesso a più la differenza d molti- 
plicata pel numero dei termini che lo pre- 
cedono ; e che perciò 1’ ultimo termine è 
espresso dall’ interessante formola u == a 
-4-(n — l)<f : 3° clic questa formola può an- 
che essere considerata come esprimente non 
solo T ultimo termine, ma un termine qua- 
lunque . Gd infatti facendo n — 1 , ab- 
biamo u = a : facendo n = 2 , abbiamo 
u = a 4-d , facendo n — 3 , abbiamo v 
= a 4-2d , ec. Perciò a -H* — l)d diccsi 
il termine generale della progressione per 
differenza , e ci esprime : che un di lei ter- 
mine qualunque è uguale al primo accresciu- 
to del prodotto che dà il numero dei suoi 
termini diminuito di 1 e moltiplicato per la 
differenza ; e serve a sciogliere questo pro- 
blema . Dato il primo termine e la differen- 
za, si.lrovi un termine qualunque senza pas- 
sare per gli intermedi. Cosi se cerchisi per 

(!}... s = a 4- a 4-d 

(li)., s = «-!-;« — l)d -1- n-f(n — 2) d 

(D). 2* = 2a-f-(n— l)d -t-2« ^(n— l)d 

’ vremo cosi la eguaglianza (D) somma 
delle due superiori , dalle quali rilevasi 
che 2$ è uguale alla quantità 2a+(n — 1 )d 
ripetuta per quanto è il numero dei ter- 
mini della progressione , ossia che 2s 

= h (2o-H»— l)<f) = n(a-H»4-(»— l)d) . 
Ma a 4-(» — l)d = u (§.346): dunque 2s 
= n(a-t-u) ; c finalmente s = “/ a (a4-t0, 
formola la quale ci esprime il valore del- 
la s , ossia del cosi detto termine somma- 
torio, significandoci che, la somma di tutti 
i termini d' una progressione per differenza 


esempio il quinto termine della progressio- 
ne crescente che ha 3 per termine primo, 
e 7 per differenza, fallo n = 5, a — 3, 
d = 7 , c chiamato u il quinto termine 
cercato , trovasi u = 3-I-4X7 = 31. 

347. Un’ ultra formola analitica interes- 
sante è quella che ci esprime la somma di 
tutti i termini di una progressione per dif- 
ferenza . Per ottenerla , si esprima per s 
la somma del totale numero n dei suoi ter- 
mini: si faccia una eguaglianza, della quale 
il 1° membro sia s , ed il 2° sia I’ assie- 
me di tutti i successivi termini della pro- 
gressione uniti col -f- e segnati secondo il 
naturale loro ordine : sotto questa egua- 
glianza se ne scriva un' altra , il cui 1° 
membro sia parimenti s , e il 2* sia co- 
stituito da tutti gli stessi termini della pro- 
gressione, che trovansi nel 2° membro del- 
la prima eguaglianza , segnati però in or- 
dine retrogrado, in modo cioè, che sotto 
il primo si trovi 1’ ultimo termine ..sotto il 
secondo il penultimo , ec. : poi di questo 
due eguaglianze si faccia la somma, addi- 
zionando nel secondo membro a due a due 
i termini che si corrispondono in colonna; 
e fatta la riduzione , si scrivano i rispet- 
tivi risultali sotto i termini sommati in una 
terza fila , come vedesi qui sotto . 

4-....-+- o+(< i — 2 )d 4- a 4-(it — I )d 

-f-.. a 4- d 4- a 


4-....4-2a-H« — 1 )d 4-2 a -Kit— 1 )d 

è uguale alla metà del numero dei termini 
moltiplicata per la somma degli estremi . 

348. Le due formolo o equazioni espri- 
menti T una il termine generale (§.346) l’al- 
tra il termine sommatoria (§.3 47) cioè 

(E)...« == a-H» — l)d ; (F)...s = n / a (a4-»!, 

sono interessantissime. Ognuna di esse con- 
tiene quattro dei cinque clementi che tro- 
vansi in lutto le progressioni per differen- 
za , e che sono a primo termine , » ter- 
mine ultimo o ennesimo o genjralc, d dif- 


Digitized by Googl 


129 

ferenza , n numero, ed s somma dei (cr- rasi . Quoti poi sono venti , poiché ognu- 
mini della progressione . Ora se di questi no dei cinque clementi può essere cercalo 
cinque elementi, due sicno ignoti, possono sotto quattro condizioni diverse, potendo fra 
determinarsi per mezzo degli altri tre dati, gli altri quattro I 8 , 2°, 3° e 4°, i Ire no- 
giacché quand’ anche non una sola , ma li essero o il 1°, 2°, 3°; o il 1°, 2", 4 n ; 
ambedue le incognite si trovassero e nella o il 1°, 3°, 4°; o il 2°, 3°, 4". Per ognu- 
formola (Gj e nella (F) { ed è questo il no dunque di questi diversi venti casi, ad 
caso che presentar possa la maggiore dif- eccezione dei due contemplati dalle stesse 
ficoltà ) il problema in cui , dati tre dei equazioni fondamentali (E) ed (F) convic- 
cinque elementi di una progressione, si cer- n: o da una sola di esse o da ambedue, 
ca l'uno e l'altro ignoto, sarebbe sempre se occorra, dedurre la forinola indicante 
determinato c risolvibile, perché se ci prc- il valore di ciascuno dei cinque elementi ; 
senta due incognite, ci presenta ancora in c la verifica delle seguenti nell' indicalo 
(E) ed in (Fj due equazioni , ossia quanto modo dedotte sarà di utilissimo esercizio 
occorre per iscuoprirne il udore in tutti i agli Allievi . 



n 
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Ignote 

Date 

Formole 

XIII. 


a,d,n 

s = au +‘ I “U (» — 1) 

XIV. 

8 

a,d,u 

a-f-u u 1 — a* 

s = t + 1 r 

XV. 


a,n,u 

s = '‘l t (a — 1-u) formola fondamentale al §. 347. 
tf«(« — 1) 

XV 1. 


d.i !,U 

s = nu — 

XVII. 


a,d,n 

n — a+[n — l)d formola fondamentale al §. 346, 

XVIII. 

U 

a,d,s 

d r d* \ 

u - ad+a'-i-lds J 

is 

XIX. 


(1,11,8 

n 

XX. 


d,n,s 

s dgi — 1) 

U = a 

Il 2 


Ragioni , proporzioni e progressioni per quoto e loro proprietà' 


349. Como nel trallamenlo delle ragio- 
ni proporzioni e progressioni per differen- 
za , così utilissimo è pure nel trattamento 
ili quelle per quoto , trovare una formola 
, clic tutte le esprima, affine di poi dedur- 
ne le fondamentali proprietà . 

Ragioni c proporiioni per quoti) . 

330. Se in una proporzione per quoto 
qualsiasi a’.m = e’.r si chiami q il valore 
delle due ragioni eguali, sarà '"/« = q, don- 
de m = aq , e quindi invece di a'.m a- 
vretno a’.aq , formola analitica di una ra- 
gione per quoto qualunque: in egual mo- 
do sarà r j c — q , donde r = cq ; e quin- 
di invece di c’.r avremo c’.cq , formola a- 
nalitica della 2 n ragione . Quindi sostitu- 
endo alle due date ragioni le loro formule 
analitiche , la soprascritta proporzione di- 
venta a'.aq = c'.cq . Questa ò la formoli 
generale analitica delle proporzioni per quo- 
to , li qualo rende evidente la loro pro- 
prietà fondamentale , che il prodotto degli 
estremi aXoq è uguale al prodotto dei medi 


aq><c. Così nella proporzione a’.m = clr, 
abbiamo ar = cm. È da questa egua- 
glianza risulta, che un termine qualunque 
di una proporzione è sempre determinato 
per gli altri Ire, che cioè a = c "‘/ r ; 
r = ; m = ar /c ; e = a ‘ j m , delle 

quali quattro eguaglianze, le prime due 
mostrano clic , tino qualunque degli estremi 
è uguale al prodotto dei medi diviso per l'al- 
tro estremo ; e le due ultimo che , uno 
qualunque dei medi è uguale al prodotto de- 
gli estremi diviso per V altro medio , donde 
la regola che già si studiò in Aritmetica 
e che aurea fu detta per le utilissime sue 
applicazioni . 

331 Nelle proporzioni continue 1’ ante- 
cedente della 2” ragione è uguale al con- 
seguente della 1", e perciò nella formola 
analitica conviene sostituire alla c, ante- 
cedente della 2* ragioue , aq che è il con- 
scguente della prima; ed avremo a’.aq 
= aq’.aq a , ovvero -fj- a’.aq’.aq* formola 
delle proporzioni continue, dalle quali chia- 
ro rilevasi , che il prodotto degli estremi 
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aX®q J è uguale al quadralo del medio pro- 
porzionale cioè ad (aqi*. Perciò nella 
•fi m ; n ; r si ha mX r = « a > 

n* 

c da questa eguaglianza usuila m = — ; 

r 

r = — ; « = l/"n»r, delle quali Ire cqua- 
m 

zioni , le prime due ci mostrano che , un 
qualunque degli estremi è ugnale al medio 
proporzionale diviso per I' altro estremo , e 
1’ ultima che il medio proporzionale è ti- 
gnale alla radice quadrala del prodotto de- 
gli estremi, cosicché dalla ff'48il2;z: 
deduciamo x 12*;i8 — 3; e da ff- 41*19 
deduciamo x = |/ 4.9 = 6. 

332. Come poi si verifica, che nelle 
proporzioni il prodotto dei medi è uguale 
a quello degli estremi , cosi pure la pro- 
posizione inversa che quattro termini for- 
mano certamente una proporzione , quan- 
do sicno in tal guisa disposti che il pro- 
dotto dui medi sia eguale a quello degli 
estremi. Ed in fatti esprimendo con a’.aq 
la ragione del 1° al 2° termine, o con 
dry', la ragione del 3° al 4°, apponendo 
al valore di questa ragione un accento 
per denotare che non possiamo esprimerlo 
con lo stesso segnale q , con cui abbiamo 
espresso il valore della prima, perchè i- 
guoriamo se siano eguali , noi abbiamo 
per ipotesi il prodotto del 1° e 4° termi- 
ne , cioè aX<Y . eguale <ryX« prodotto 
dei medi , ossia acq' = acq, donde q / = q ; 
dunque le due ragioni hanno un valore 
eguale: dunque formano una proporzione. 

333. E dopo ciò conchiudere possiamo, 
che come da ogni proporzione a le — wjn 
sì può far passaggio ad una equazione 
an — cm , facendo il prodotto dei medi 
e degli estremi; cosi da una equazione 
qualunque si può dedurre una proporzio- 
ne, decomponendo ciascun membro in due 
fattori , e poi formando gli estremi con i 
due fattori , che compongono un membro, 
e i medi coi dite fattori che compongono 
l’altro. Così per cs. dalla equazione gli 
= fp deducesi g\f —.p\h: dalla (<?- — c“) 
= f*-\-ìfg- t-y 1 deduciamo f-fo-t-e ; f-d-g\ 
a — e; dalla e = r ossia da cfx^l = >'Xl> 
risulta d>’ = 1 ;1 . 

354. Una stessa proporzione può pren- 
dere DIVERSI ASPETTI. Ed infatti SÌCC0U1C le 

ragioni non sono che frazioni, è chiaro che 
una proporzione rimane la stessa, se ambi i 
termini d’ una ragione sola o di entrambe 
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o si moltiplichino o si dividano per una 
data quantità. Cosi a’.e =— u\y può pren- 
dere i diversi aspetti seguenti . 


am 


cm 

= 

tt 


y 

am 


cm 

= 

Min 


ym 

cm 


cm 

== 

UT 


V 

am 


cm 

— 

"Ir 


y lr 

7 r 


C lr 

= 

u 


y 

7 r 


'Ir 

= 

"Ir 


*lr 

7 r 


Cfr 

= 

"1 m 


3 I”‘ 

7- 


'Ir 

= 

am 


ym 


335. Diverge proporzioni si possono far' 

DERIVARE DA UNA SOLA PROPORZIONE . 

E 1° Per solo traslocamenta di termini 
Dalla proporzione , ... a ’.aq — e \eq 
invertendo si ha aq\ a = eq\ c 

alternando si ha . ... f a ? C a 9- c 9 
( cq’.aq = c ; a 

poiché in tulle queste disposizioni il pro- 
dotto dei medi è uguale a quello degli 
estremi . 

336. Il 0 Per modificazione di termini nuo- 
ve proporzioni si hanno , se per una data 
quantità si moltiplichino o dividano o i due 
soli antecedenti , o t due soli conseguenti di 
una proporzione data ; poiché in tal guisa 
operando altro non facciamo che alterna- 
re la proporzione data , eseguire quindi 
la moltiplicazione o divisione dei termini 
di una sola ragiono , cd alternai la poscia 
di nuovo. 

Così pure una moltitudine di altre pro- 
porzioni si ottiene can addizione o sottra- 
zione , o altra sorta di moderazioni falle 
ai termini in guisa , che il prodotto dei 
medi uguale sia sempre a quello degli e- 
slicmi. Ecco le più interessanti , in ciascu- 
na delle quali può da sé f Allievo veri- 
ficare la ora indicala uguaglianza , se per 
esprimere la prima proporzione , da cui 
derivano le altre , si serva degli elementi 
dati dalla forinola a’.aq — c\cq . 

357. La somma o differenza dei termini 
d’ una ragione alla somma o differenza dei 
termini dell' altra , come l’ uno qualunque 
dei due termini al suo corrispondente, o come 
le rispettive differenze , se si erano parago- 
nate le somme e viceversa. 
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338. Un estremo o un media all' altro , 
come il quadrato del primo al prodotte* de- 
gli estremi, o medi. 

359. Il prodotto dei- medi è medio pro- 
porzionale tra il prodotto degli antecedenti 
e conseguenti . 

360. Le potenze o radici ennesime dei 
termini d' una proporzione formano una 
proporzione ancor cs^e , cioè essendo 

« : aq == c : cq 
si ha pure 

a" ; a n q n = c“ ; e‘q u 
come ancora 

l/‘al\/aq = [/ c\\/ cq 

361. Diverse proporzioni si possono far 

DERIVARE DA COMBINAZIONI 0 MODIFICAZIONI 
FATTE SUBIRE AI TERMINI 0 DI PIU' RAGIONI 

eguali , o di piu’ proporzioni . Infatti in 
una serie di ragioni eguali la somma di tutti 
gli antecedenti sta a quella dei conseguenti 
come un antecedente al suo conseguente, o co- 
me la par dal somma di qualsivoglia nume- 
ro di antecedenti alla somma dei respettivi 
conseguenti . Ed infilili olire che le indicale 
proporzioni debbono essere vere, perchè il 
prodotto dei medi trovasi eguale a quello 
degli estremi , provasi che il deggiono es- 
sere anche , perchè nella serie di più ra- 
gioni eguali a\aq = c\cq — f’fq = gigq, 
è sempre q il quoto valore della ragione 
non solo di qualunque antecedente parago- 
nato al suo conseguente, ma della ragione 
ancora di qualunque somma di antecedenti 
alla somma dei rispettivi conseguenti , come 
per es. di a-l-e ; aq-\-cq ossia di a+c ; 
(o-+-c)j; di a-\-t-\-f‘,aq-\-cq-\-fq , ossia di 
a-hc+f‘Ja+c+f)q ; ec. 

362. In un seguilo di proporzioni in cut 

sieno eguali i conseguenti, come le qui sotto 
descritte , . 

a l e — m l i 
n l c — s li 
r ; c = a ; i 

le somme dei respettivi antecedenti stanno tra 
loro come i comuni conseguenti , perchè al- 
ternandole , si ha un seguilo di ragioni e- 
guali, conio qui sotto osserviamo 

a ; m = c 1 i 

n ; s = c : ì 

>• : « = e : i 

dalle quali si deduce (5.361)1.1 proporzio- 


ne a d-u+Oi-t-.s-t-u = eli, la quale 
confrontata con le ragioni a principio espo- 
ste , ci dimostra ciò che voleva provarsi . 

363. / prodotti, o i quoti die nascono 
dal moltiplicare o dividere i termini d' una 
proporzione per i rispettivi d' un’ altra, for- 
mano una proporzione ancor essi. Avendosi 
cioè 

(L) — « : aq — e ; cq 
: mq' = g ; gq\ 

sono vere anche lo due seguenti propor- 
zioni (N) e (0) 

(Nj... am ; amqq' =-- cg l cgqq' 

_ a aq c cg 

( 0 )...- : — - : -b 

m mq g gq 

poiché in ambedue, il prodotto dei medi 
è uguale a quello degli estremi. 

364. E qui si noti, che ragioni compo- 
ste si chiamano quelle che nascono dui mol- 
tiplicare tra loro i rispettivi termini di due 
o più ragioni semplici: così arnica è una 
ragione composta dello due a‘,c, ed m;n; 
ed amrlens la è delle tre ale, min, r’.s. 

365. Quelle poi Ira le ragioni composte 
che risultano dalla moltiplicazione di due ra- 
gioni uguali , chiamatisi duplicate, tripli- 
cate quelle che nascono dulia moltiplicazio- 
ne di tre ragioni uguali , ec. 

Così ae'.aq 2 è la duplicala dello due ra- 
gioni eguali a’.aq, c’.cq. E vcriticandosi che 

ac l acq- = a 2 l [aq) 2 

ae l acq 2 = c 2 ! (c?)* 

perchè il prodotto dei medi è uguale a quel- 
lo degli estremi, concili udiamo clic la ra- . 
gioite duplicata è uguale alla ragione dei 
quadrali di ciascuna delle semplici da cui 
deriva . 

Cosi acmlacmq 3 è la triplicata delle tre 
uguali alaq,cleq, mlvtq. E verificandosi che 

acm ; acmq a == u 3 l (aq) 3 
acm l acmq 3 = c? I [cq) 3 
acm ; acmq 3 — ni 3 ; (ni?) 3 

conchiudiamo che le ragioni triplicale sono 
uguali alle ragioni dei 'cubi dei termini di 
ciascuna delle semplici da cui derivano ; ed 
in genere le ennuplieate sono uguali alle ra- 
gioni delle potenze ennesime dei termini di 
ciascuna delle semplici da cui derivano . 

366. Dall’ eguaglianza poi delle ragioni 
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duplicate coi quadrati, c delle ragioni tri- 
plicate coi cubi di ciascuna delle semplici 
da cui derivano , è invalso l' uso di dire , 
quando si abbia r ; s = m a ; n* ; e g : li 
= p 3 ; q 3 , che r sta alla s nella ragio- 
ne duplicata di m ad n: e g ad li nella 
triplicata di p a q ; come pure è bene di 
conoscere , che suole pur dirsi , che due 
quantità stanno nella ragione sudduplicata 
o suUriplicala di due altre , invece di dire 
che stanno come le radici quadrale o cubi- 
che di queste . 

Progressioni per quoto, 

367. Le progressioni per quoto sono an- 
eli’ esse una catena di proporzioni continue , 
cioè una serio di termini , in cui quante 
volte il 2° contiene il 1°, ed altrettante 
il 3° contiene il 2°, il 4° contiene il 3°, ec. 
cosicché tutti i termini meno il primo sono 
conseguenti, lutti i termini meno 1' ultimo 
sono antecedenti di ragioni tutte uguali . 
Quindi è clic chiamalo q il quoto costante, 
per cui convien moltiplicare ogni antece- 
dente affine nasca il conseguente, e chia- 
mato a il primo dei suoi termini ed n il 
loro numero, la sua forinola generale ana- 
litica sarà la stessa foratola delie propor- 
zioni contiuue oltre protratta colla mede- 
sima legge , cioè 

(P) a'.aq’.aq 1 ’.aq 3 ’.aq*'.aq i l...aq ,, — l 

368. In questa si scorge che i termini 
vanno successivamente crescendo, ossia for- 
mano una progressione crescente se jtè>l, 
e vanno successivamente decrescendo, os- 
sia formano una progressione decrescente se 
qb una vera frazione. (§.179!. Cosi lo serie 

1.. .1 4 : 12 : 36 : 108 : 324 , 

11.. . 10 : is : s : y» ; «/, 

sono progressioni , crescente la l" e decre- 
scente la 2°, perchè il quoto è 3 per la 
prima , ed è */ 3 per 1* altra . Cosi , posta 
«<c, e quindi vera la frazione °( e , le 
progressioni 



sono , decrescente la 1“ ; perchè ha per 
quoto “/celie è <1, e crescente la 2 n , per- 
chè ha per quoto f '/«>l; cosicché conchiu- 
diamo , che una progressione da dccre- 
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scente diviene crescente e viceversa , sol 
che venga scritta con ordine inverso. 

369. Dalla ispezione della formola ana- 
litica (P) , deducasi pure che ciascuno dei 
termini deriva dal 1° a, altro non essen- 
do che lo stesso a moltiplicato pel quoto 
costante q elevato alla potenza espressa dal 
numero dei termini precedenti , cosicché 
I' ultimo termine non solo , ma qualunque 
termine w ci piaccia di precisare , ci vien 
determinato dalla interessante formola • 

(Q).... u — aq n ~ l , 

la quale perciò dicesi la formola del ter- 
mine generale della progressione . 

370. Per rappresentare poi con una for- 
mola la somma s di tutti i termini d' una 
progressione per quoto, riflettiamo che tutti 
i termini d’una progressione, meno l’ul- 
limo , figurano per antecedenti ; e tulli , 
meno il primo figurano per conseguenti 
di tante ragioni eguali (367) sicché la 
somma degli antecedenti è rappresentata 
das — k, e quella dei conscguenti da s — a; 
e perciò rammentando , che in una serie 
di ragioni eguali sta la somma degli an- 
tecedenti a quella dei conscguenti , come 
il 1° antecedente al suo conseguente (§.361 ) 
avremo s — u ; s — a —a aq , e quindi 
aqs—aqu = as—a 3 (§. 349) donde 


la quale formola tradotta in ordinario lin- 
guaggio ci esprime che la somma dei ter- 
mini di una progressione per quoto è ugua- 
le alla differenza fra il prodotto dell' ultimo 
termine moltiplicato pel quoto , e fra il termine 
primo , divisa pel quoto diminuito di 1 . 

371. Le due formole (Q) ed (R) ci of-. 
frotio il mezzo di risolvere col sussidio 
delle studiate teoriche delle equazioni di 
1° e 2° grado , un problema analogo a 
quello risoluto per le progressioni per dif- 
ferenza , in 12 soli casi però dei 20 che 
abbraccia , mentre per gli altri 8 si esige 
la cognizione dei logaritmi e delle equa- 
zioni dei gradi superiori , come agevol- 
mente rilevasi dando uno sguardo nel se- 
guente specchio alle forinole contrassegna- 
te con l' asterisco * , le quali abbiamo 
credulo bene di non ommellere (sebbene 
non intelligibili all' Allievo fornito delle 
■sole cognizioni fin qui esposte ) ad ogget- 
to di rendere completa la Tavola , ed uti- 
le allorché la teorìa generale delle equa- 
zioni e dei logaritmi sarà conosciuta. 

17 * 
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372. La deduzione delle esposte Cornio- 
le servirà agli Allievi di un utilissimo e- 
sercizio; e ad agevolare la slrada che do- 
vranno praticare per ottenerle , stimiamo 
utile offrire in esempio la soluzione di 
due casi che sono interessanti anche per 
la teoria della scienza , e perchè il 1* ci 
offre il modo di inserire qualsivoglia nu- 
mero di medi proporzionali Tra due termi- 
ni dati , e il 2° ci fa rimarcare una no- 
tabile differenza fra le progressioni per quo- 
to crescenti e le decrescenti . 

373. Dati a , n , u , si trovi q . Dalla 
(Q) u = ag*— 4 si ottiene g’ , " r4 = “/« , 

e quindi q = \/ u j M . A questo quesito va 
a riferirsi la ricerca del valore di tutti e sin- 
goli i medi proporzionali che in mi dato nu- 
mero qualunque m vogliamo che esistano fra 
due numeri , poiché questa non è che la 
ricerca di lutti i termini intermedi, che e- 
sistono tra i dati estremi di una progres- 
sione , c questi si fanno tosto derivare dal 
primo, quando è nolo q (§.367), Rifletten- 
do perciò che essendo dato il numero m 
dei medi proporzionali che voglionsi inse- 
rire , è dato anche il numero totale n dei 
termini della progressione, poiché esso non 
è che m più i duo estremi, ossia m-f-2 , 
la proposta ricerca riducesi a trovare q , 
dati a, », u. Ed eccone un’applicazione. 

37i. « Un padre ha donato ad un fi- 
glio 10 semi di frumento , col permesso 
di far fruttificare questi semi per anni 10, 
convertendo in semente la raccolta di ogni 
anno in un predio, che ha sempre presen- 
tato la stessissima fertilità . Alla fine del 
decimo anno il figlio riscuote una messe 


di 601661760 semi di frumento. A cbé 
ragione è stalo fertile il terreno ? Risulta- 
to: ha reso il 6 per 1. » 

Questo quesito appartiene ad una pro- 
gressione per quoto in cui a = 10, u = 
604661760, n = ll, perchè 11 è il nu- 
mero n dei termini formato dai due estro- 
mi a ed u , più i 9 medi proporzionali che 
deggiono inserirsi fra essi , e che sono le 
successivo raccolte dei primi nove anni ,* e 
cercasi q che rappresenta il rapporto costan- 
te del frutto ai seme in tutti gli anni 10. 

Or q <= y i l* (§.373) diventa nel no- 
stro casog = l/ 60M6,,65 /i» = [/ 60466176 

= i*/^/60466176 (§.299) = 1/7776 
= 6 (§.177) . 

375. Dati a , n , q . si trovi s. La s si 
ottiene , sostituendo alla u il suo equiva- 
lente aq n ~‘, datoci dalla (Q) , nella for- 
ati — a 

mola (R) s = — - , poiché convertesi 
? 4 

. o><«?'‘ -4 — a a[q n — 1) 

m « = = 7— 

7—1 7—1 

376. L’analisi di questa formola ci reca 
ad una interessante osservazione. Quando 
q è un intero , e perciò crescente la pro- 
gressione (§.368) , quanto più n si aumen- 
ta , e tanto più ingrandisce il valore di q *; 
ed s potrà sorpassare qualunque quantità 
ci piaccia, purché ad » si dia un conve- 
niente valore: non v’è cioè limite alcuno 
all’ ingrandimento di s . Ma # sc q è una 
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frazione espressa da 1 j m , se cioè la pro- 
gressione è decrescenlc ( §. 368 ) si avrà 
allora 


«(1 

Km' 1 

-0 

) am(i 1 ) 

\tn» y 

#v 

jm 

— 1 

1 — m 

ami 1 — — 

V 

) _ 

am a 

m — 1 


m — 1 (m— l)m'*~ 4 


dalla quale ultima espressione rilevasi, che 
qualunque sia il numero dei termini che 
prendiamo in considerazione, la prima par- 
te positiva della formola rappresentante s 
rimane sempre la stessa: non così però 
la seconda parte negativa: infatti quanto più 
grande diventa il numero variabile n, tanto 
più grande diventa ancora il denominatore 
di questa seconda parte , e quindi tanto più 
piccola essa medesima. Quindi è 1“ che se 
questa seconda parte negativa della formola 
rappresentante s tanto più impiccolisce quan- 
to più n si fa grande , il valore di s si 
avvicinerà sempre più alla prima parto po- 
sitiva c costante 0m /oi_, quanto è mag- 
giore il numero dei termini cho nella 
progressione consideriamo , poiché tanto 
più lieve si rende allora la diminuzione 
che dcbhe subire il primo termine affine 
possa prendersi pel valore di s . Ed è 
pur chiaro 11° che questa prima parte 
della formola è sempre maggiore di s som- 
ma della progressione decrescente, qualun- 
que numero di termini anche grandissimo 
«ssa abbracci, subitochè per rappresentare 
s , debbe esser diminuita della seconda 
quantità, la quale per quanto impiccolisca, 
non può però mai ridursi assolutamente allo 
zero . Dunque è il vero limite, cui 

sempre più indeGnitamenle approssimarsi 
vediamo la somma di una progressione 
decrescente a tenore che cresce il numero 
dei suoi termini, colla certezza che dessa 
somma mai può giungere ad eguagliarlo fin- 
ché il numero dei termini è finito. 

377. Dall’ esposto dunque rilevasi, che a 
rigore non solo nelle progressionil crescenti, 
ma ancora nelle decrescenti, allorché si con- 
siderano protratte all’Infinito, la somma va 
crescendo col numero dei termini, ma che 
ciò non ostante v’è tra di esse sotto que- 
sto riguardo un' essenziale differenza; men- 
tre nelle crescenti col vieppiù aumentarsi 
U serie dei termini, non v’ ha numero per 


quanto grandissimo voglia immaginarsi, cho 
la somma dei termini della progressione 
prolungabile a nostro arbitrio, non giunga 
a superare : nelle decrescenti all’ opposto 
qualunque sia il numero dei termini cui ci 
estendiamo , v’ ha sempre un limite deter- 
minalo, cui può la somma sempre più av- 
vicinarsi, ma che non è raggiunto se non 
quando la serie è infinita . 

378. Quando poi la serie ha un nume- 
ro infinito dì termini , n è infinito : quin- 
di la 2“ parte negativa della formola che 
ne esprime la somma, ha uel denominatore 
un fattore elevato a una potenza infinita , 
e perciò ha un denominatore infinito, sic- 
ché dessa è infinitesima . Dunque la parte 
positiva della formola che è ""‘//n— » nelle 
serie decrescenti infinite non debbo essere 
diminuita che di una quantità infinitesima. 

Ora come l infinito non soffre diminu- 
zione per sottrazione che gli si faccia di 
qualsivoglia quantità finita per la proprie- 
tà clic ha il minuendo infinito di non a- 
vcre quelle unità clic dovrebbero costituir- 
ne il limilo , e dulie quali dovrebbe aver 
principio la sottrazione , cosi il finito non 
soffre diminuzione per sottrazione clic gli 
si faccia di una quantità infinitesima, per 
non essere definita la parvità del sottraen- 
do . Ed invero quando ci proponiamo la 
sottrazione di un infinitesimo da una quan- 
tità finita , alla stessa idea del toglimenlo 
è indissolubilmente congiunto il giudizio 
che qualunque frazione la più piccola idea- 
bile che immaginiamo di togliere è troppa. 
In questo stato la nostra mente (la quale, 
lincile si accorge che la sottrazione ba ef- 
fettuata una diminuzione , si trova obbli- 
gata a giudicare che si è tolto più di quel- 
lo clic si doveva ) non desiste dalle sue 
sollecitudini dirette a vieppiù esinanire il 
sottraendo c non si tranquillizza e non si 
riposa che nel concetto , che la quantità 
finita per la sottrazione dell' infinitesimo non 
subisca diminuzione . Ciò posto , la somma 
dei termini d'una progressione decrescen- 
te all' infinito è « , e cioè la sola 

prima parte , poiché la sottrazione della 
seconda, che è una quantità infinitesima, 
non vi produce alterazione . 

E ben si noli che la sottrazione dell’in- 
finitesimo non effettua diminuzione nel mi- 
nuendo, perchè esso è, non già ugnale a ze- 
ro , ma perchè è minore di ogni assegnabile . 
L infinitesimo non è zero, poiché se tale 
fosse, tale sarebbe l'ultimo termine d’una 



progressione decrescente alt' infinito, e al- 
lora, inverso l'ordine della progressione, 
1’ ultimo termine diverrebbe il primo : la 
progressione da decrescente dovrebbe dive- 
nire crescente : ma sero essendo il primo 
elemento , zero diverrebbero' gli altri ter- 
mini tutti che derivano per moltiplicazione 
dal primo ; c quindi zero per conseguen- 
za, e non , siccome debbe essere, 

diverrebbe la somma loro. V infinitesimo 
è una quantità minore ili ogni assegnabile , 
poiché se assegnabile fosse , 1’ ultimo ter- 
mine infinitesimo ( per quanto tenuissimo si 
immaginasse) sarebbe suscettibile di mol- 
tiplicazione . Quindi rovesciata la progres- 
sione , c divenuta da decrescente crescen- 
te , la tenuissima entità apprezzabile det- 
1’ ultimo termine divenuto primo , molti- 
plicala successivamente pel quoto darebbe 
termini che pi eseguirebbero a crescere sen- 
za fino e la loro somma sarebbe perciò 
un numero infinito , e non già il fittilo 
am /m—i come debbo essere. 

Finalmente a convincerci che una quan- 
tità finita possa poi esprimersi per una 
progressione decrescente di un numera in- 
finito di termini basti il riflettere , che se 
nella espressione si è intruso il concetto 
dell’ infinito , questa illimitata espansione 
trova il suo antidoto nella idea dell’ infini- 
tesimo che vi è collegiata. 

E la possibillà di questo concetto è be- 
ne che da un esempio sia costatala. 

Una tartaruga Ita fatto il primo miglio 
in due ore : Achille due volle più veloce di 
essa comincia a percorrere il 1° miglio quan- 
do la lai laruga incomincia il 2 1 . E perciò 
ben chiaro , che quando essa compie in 
altre due ore il 2 1 * miglio , è allora rag- 
giunta da Achille che nelle stesse due o- 
re percorre il 1° miglio c il 2°. 

Ora questo spazio di due miglia percor- 
so , c questo tempo di due ore impiegato 
da Achille per raggiungere la tartaruga si 
può esprimere per la somma di una pro- 
gressione decrescente di un numero infini- 
to di termini , dando luogo a questo con- 
cetto. Quando Achille (che in due ore e 
dopo due miglia raggiunge la tartaruga ) ha 
percorso il 1° miglio , la tartaruga ha per- 
corso la prima metà del secondo : percor- 
re Achille questa metà del secondo miglio, 
e la tartaruga si tfov« avanzata oltre la 
delta metà di un quarto di un miglio . 
Quando Achille ha percorso questo quarto 
anch’ egli , la Tartaruga il precede di uu 
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ottavo , poscia di un sedicesimo quando A- 
chillc trovasi al termine del detto ottavo 
ec. cosicché Achille sempre più avvicinan- 
dosi non raggiungerà la tartaruga ( lo che 
d’ altronde sappiamo accadere quando ba 
percorso due miglia ) che al compimento 
di questa serie di un numero infinito di 
termini . Dunque lo due ore c lo due mi- 
glia da esso impiegate e percorse per rag- 
giungere la tartaruga possono esprimersi 
dicendo che 2 = 1 4-‘/i + */« +... 

all' infinito . 

Ora che 2 e-scr debba uguale alla som- 
ma dei termini della detta serie all’ infi- 
nito protratta , ce lo addimostra anche 1’ 
Algebra con la forinola del termine som- 
matorie, che nel caso di n infinito diviene 
1 che appunto c 2 quando facciasi 
a = 1 ; e */«• = */ a , come il nostro e- 
sempio richiede . 

E se la /orinola *"/, ottenuta per 
1’ applicazione del principio che la sottra- 
zione dell’ infinitesimo non diminuisce il fi- 
nito soddisfa esattamente , della verità di 
questo principio essa è una conferma . 

Il 2 dunque ( e cosi dicasi di qualsiasi 
ultra quantità ) è uguale .alla somma di 
tutti i termini di una progressione decre- 
scente all' infinito protratta . Nò per que- 
sto concetto havvi bisogno che material- 
mente si abbia schierata d’ innanzi agli oc- 
chi tutta la serie proseguita all’infinito, 
corno ben osserva il chiarissimo Padre Au- 
tonelli (nel che appunto starebbe l’assur- 
do ) ma basta clic si abbia I’ idea della 
virtuale sua prosecuzione a tonor di una 
legge conosciuta . 

Non è dunque vero ciò che il sempre 
rispettabile Rosmini asserisce, che cioè le 
proposizioni matematiche nelle quali si fa 
entrar V infinito sieno assurde . Dovea in 
vece egli dire , che sono verità condizio- 
nali nelle quali è nominato un assurdo ; ma 
verità sempre e assurdi mai . Cosi la for- 
inola del termine generale u = aq' 1— ‘ 
è una verità incontrastabile anche quan- 
do infinito è il numero dei termini della 
progressione , poiché viene ad esprimerci 
« se potesse aversi i ultimo termine d’ una 
progressione che non ha termine, è infalli- 
bile che esso sarebbe espresso dalla formola 
aq n ~ t . » Nè questa formola è inutile. Es- 
sa entra nel calcolo , ed influisce nei suoi 
risultali; poiché ci reca corno abbiamo os- 
servato alla formola del termine sommato- 
rio, che è infallibile ancia’ essa. Dire pos- 
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siamo perciò, die l'Algebra alle sue gc- 
ncralUsimc speculazioni assoggetta l' infini- 
to pur anche. 

Quindi è che se il Rosmini in vece di 
credere che le proposizioni in cui si fa en- 
trale l' infinito conducano a sofismi e sie- 
no assurde , più profondamente studiando- 
le, le avesse in vece riconosciute per pro- 
posizioni verissime nelle quali è nominato 
un assurdo, non sarebbe sceso all'altro 
errore di credere, che intanto ci recano a 
veri risullamenti , perchè non passano e non 
influiscono nel calcolo. Avrebbe in vece ri- 
marcalo all' oppo>lo che esso nel calcolo 
entrano ed influiscono realmente, od in- 
tanto ci portano a veri risultamculi , per- 
chè sono verità incontrastabili. 

Nel concetto ideale 2—1 + , / 3 +V»' + ' , /s 

-4- */««— I- infinito non v' ha assurdo 

veruno. Vi s'intruderebbe l'assurdità, se si 
pretendesse di giungete di fatto ii vedere 
schieralo questo numero infinito di termini 
cui è uguale il 2, se si pretendesse di appli- 
care alle rose quella divisibilità infinita che 
sia nell’ idealo concclio, se si pretendesse 
clic lo spazio di due miglia e il tempo di due 
oro potesse realmente dividersi in un nu- 
mero infinito di parti a (cuore della ideale 
progressione cui si è fatto ugnale il 2 ; ed 
in questa pretensione è appunto riposto il 


sofisma da Zenone addotto contro la real- 
tà del molo , sofisma col quale emiro il 
fatto sostenere pretendeva quel Sofo che la 
tartaruga non polca mai nello esposte con- 
dizioni essere raggiunta da Achille. 

Ma ulteriori dilucidazioni in .queste ve- 
duto ci riserviamo di dare negli Esercizi 
Aritmetici, Algebrici e (ìeomelrici che speria- 
mo di darò a luce, e nei quali in particolar 
modo I' ora esposta (corica dolio progres- 
sioni per differenza e per quoto avrà molti 
altri sviluppi elio ci recheranno a rimar- 
care delle .interessanti proprietà ed appli- 
cazioni . E specialmente in esse vieppiù 
renderassi evidente c la utilità della di- 
stinzione dei numeri indicanti oggetti e in- 
dicanti ripetizione , c la impossibilità di 
moltiplicar per frazione, e la massima che 
il vero moltiplicare in tutta la scienza Ma- 
tematica altro non ò che ripetere , e che il 
segno — non ha virtù qualificante nel cal- 
colo, e che le quantità negative non sono 
elio sottrazioni di quantità, nostre origina- 
li veduto sulle quali la esposizione è ba- 
sata di questa edizione degli clementi di 
Matematica la quale sebbene sia la quar- 
ta , è però la prima in cui ci siamo 
allontanali , ove I' abbiamo stimalo utile , 
liberamente e senza riguardi dalla servilo 
imitazione dei corsi stranieri . 


Epilogo 

Sulla teoria delle ragioni , proporzioni e progressioni algebriche per differenza e per quoto . 


RAGIONI, PROPORZIONI E PROGRESSIONI 
PER DIFFERENZA. 

La formula giyiertilc analitica delle ragioni per 
differenza è a . o-\-d. Quella delle proporzio- 
ni è a . a-hd = c . c-f-d , «tonde segue «lie la 
si ruma dei nudi è ugnale a quella degli estre- 
mi , e che quadro termini ile: qua'i la somma de- 
gli esimili è uguale a quella d*i nudi , sono in 
|iro|K>rzioue . £ se la proporzione è continua , 

il. doppio del medio proporzionale è uguale alla 
somma degli estremi , donde s*gue che il medio 
proporzionale è uguale alla loro 5€iiii-si*mn>n, ed ogni 
estremo c uguale al doppio del medio proporzio- 
nale diviso per l’altro estremo (§339 al 344;. 

La formula generale analitica delle progressio- 
ni è a .a -+ -d . a -f-2 d ... a — ijd ; e 
-da essa derivano le interessanti formule seguenti 

Termine generale « . * • u = a -j-(n — l‘</ 

Termine somnialorio . . • s :=3 n ! (« -f-«) 

Con queste poi , dei 5 elementi di una progres- 
sione , i quali sono n , d , n . s , u , si trovano 
due qualttnquCj. obiti che sicno gli altri tre (§343 
al 34$ y . 


RAGIONI , PROPORZIONI E PROGRESSIONI 
PER QUOTO . 

La formula generale analitica «Ielle ragioni per 
quoto è a : aq . Quella poi delle PROPORZIO- 
NI è a : aq == c : r<y, donde segue che il pro- 
dotto dii medi è uguale a quello degli estremi , e 
quindi il me/zo di trovare uno dei tei mini, dati 
gli altri tre, c che quattro termini «piando hanno 
il prudu Ilo dei medi ugu.de a quello degli estremi, 
stillino in proporzione, la quale verità ci offre il 
modo «li convertire una equuzmnc in proporzione . 
Se |h>» la proporzione è continua, il medio pio- 
porzmnale c uguale «Ha radice quadrata del pro- 
dotto degli estremi , v un estremo è ugnale Riqua- 
drato «hi metlio pro;*orztoiude diviso per P altro 
estremo (§. 349 al 333) . 

Dalla formula poi delle proporzioni scende : I. 
che una stessa proporziono può premier diversi a- 
Alleiti: 11. che diverse proporzioni derivano da ima 
sola o per cambiamento di posto nei termini ( in- 
vertendoli o alternandoli ) o per modificazione di 
termini , per la qnttle djla una proporzione, sta p. 
cs la somma o differenza dei" termini della prima 
ragione alla somma o differenza dei termini de IT al- 



Ira , come l’uno qualunque di essi al suo relali- 
to: rosi pure slatino in proporzione le risp.llite 
uguali potenze o rodisi slei suoi termini, ec. : III. 
Die erse proporzioni derivano dii più ragioni eguali. 
Cosi In somma di lulli gli antecedenti a quella di 
tulli i conseguenti , come un antecedente aunlun- 
oue al suo conseguente. Così i prodotti o i quoti 
. ^Jei termini di una proporzione moltiplicati c» di- 
visi per i relutivi di un’ altra, formano una pro- 
porzione ♦ e nelle composte le duplicate stanno in 
ragione dei quadrati , le triplicale in ragione dei 
cubi delle semplici di cui risultano /§.354 al 366). 

La formula generale ana'itica delle PROGRESSIO- 
NI è a : aq : uq a : aq 3 : aq' 1 -* ; cJ è 

crescente, quando q è maggiore , decrescente qtian* 
do // è minore di 1. In entrambe poi sono iute* 
rissatili le seguenti formale. 


m 

Termine generale « = aq u ~ t 

_ . tju — a 

Termine sommatorie ...s = ■ 

Con queste poi si troiano due elementi qua- 
lunque di una progressione , noti gli altri tre : e 
se ne è dato un esempio pel caso in cui ricer- 
casi q, duti a, n, u, caso che ci mostra il mo- 
do (T inserire un numero qualunque ni di medi 
proporzionali Jra due termini doli \ e pel caso in 
cui doli a , n , q cercasi s , la cui formolo ci 
mostra che la somma delle progressioni crescenti 
protratte alV infinito va a superare qualunque 
numero , e sin pur grandissimo ; menti e per fu 
somma delle decrescenti »•/ ha un limite (S 367 
al 373 ) . 
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